Zapoctovy test z RFA I - 14.prosinec 2016

Piiklad ¢.1:Pomoci Hamiltonovych rovnic ukazte, ze pro testovacé ¢astici po-
hybujici se v metrickém poli

ds? = —f(r)dt® + f~1(r)dr? 4 72d6 4 72 sin® Adp? (1)

jsou veli¢iny p; a pg konstatntni. Zde je p; i-ta4 kovariantni slozka 4-hybnosti
test. Castice.
Napovéda: Hamiltonovy rovnice jsou

dp; _aH da? _ OH @)
dhx 9z dh 9p

Hamiltonidn volné ¢astice méd v metrickém poli g;; tvar

1

H = 59” pip;- (3)

Piiklad ¢€.2:Ve Schwarzchildové metrickém poli je z r = Ry radidlné vrzen
testovaci kdmen s pocatecni 4-rychlosti

Uy = (UL, US> 0,0,0). (4)

Na jakém r = Ry se kdmen, na okamzik, zastavi?
Napovéda: Prostorocasovy interval Schwarzchildova metrického pole je

ds® = —f(r)dt? + f~1(r)dr? + r2d@ + r? sin” 0dp? (5)

kde je
firy=1-2/r. (6)

Priklad €.3:Z radidlni pozice r = R, je z klidu uvolnéna svétlice, kterd volné
padé smérem ke gravitujicimu centru Schwarzchildovy ¢erné diry. Necht svétlice
lokélné zaii izotropné a monochromaticky na frekvenci v.. Jaka bude frekvence
v, (vyjddiena pomoci v.) fotonu pozorovaného v misté r = R, >> 17
Napovéda: Energie fotonu se 4-hybnost{ k%, ktery pozoruje pozorovatel se 4-
rychlosti u? je

E=hv=—ku'. (7)

Toz at se vam dari!



ReSeni

Reseni piikladu &.1:Hamiltonidn H, v pifpadé zadané metriky, explicitné
nezavisi na t ani na ¢, tj.
H-H(t, $). (8)

Odtud a z prvniho setu Hamiltonovych rovnic zfejmé plyne

a:7%:fﬁz():>pt:/€0nstl 9)

dp, OH OH
D DuP 9 0 = pg = konsty (10)

Reseni piikladu &.2:Pro radidlni slozku 4-rychlosti kamene plati
(u")? = E* — (1 —2/r). (11)

Jestlize byl vrzen pocéteéni 4-rychlosti ug = (uf, uf,0,0) pak ¢tverec jeho ko-
variantni energie E ziejmé bude

B? = (up)® + (1= 2/ro). (12)
V bodé r = r1 se kdmen zastavi, tj. v} =0, tzn.

2

0=FE*—(1-2/r)=r=—-—. 13
( /7'1) 7"]_ 1 _ E2 ( )
Po dosazeni za F dostaneme pozadovany vztah
2
T1 (].4)

T 2/r, — (up)?’

Reseni piikladu ¢€.3:Urceme jaky je pomér frekvenci pozorované v, a emito-
vané ve, tj.
i
vo _ (—kiu'),

= —F 15
Ve (—kiut)e (15)

Pozorovatel je na r =1, >> 1 a je v klidu, jeho slozky 4-rychlosti jsou
u, = (ul,0,0,0). (16)

Z normovaci podminky pro 4-rychlost pak dostavame

—1 =’ = giju'n! = gy (u')? = ul =1/3/1—2/r, = 1 pror, >> 1. (17)
Svétlice volné pada z r = r. kde byla v klidu. Jeji slozky 4-rychlosti jsou

ue = (ul,ul,0,0). (18)



Pro radidlni slozku 4-rychlosti dostaneme

(W) =E*—~(1-2/r)=2 (1 —1> (19)

r Te

kde kovariantni energii svétlice, E, uréime z poc¢ateéni podmiky ul(r = r.) =0,
tj.

E=+v1-2/r.. (20)
Pro casovou slozku 4-rychlosti svétlice obdrzime vztah

V1-=2/r, (21)

Ui = GitlUte = —gull = 11— 2/7" .

N4s vztah pro pomér frekvenci fotonu, po dosazeni za 4-rychlosti pozorovatele
a svétlice, bude mit tvar

Ve ky 1-2/r

—_— = ra = . (22)
Ve  kut(l+ %’t%) m (1 -~ % (12/r\)/,/2(1//r1/re)>
t 1-2/re

Zbyva urcit pomeér k,/k;. Pro radidlni slozku 4-rychlosti, radidlné se pohy-
bujictho se fotonu je

- 2
(k )2:1—(1—2/r)r—2:1 (23)
protoze | = 0. To znamend, ze pro kovariantni, radidlni slozku dostaneme
formuli 1
kr = grrk" = grp = ——. 24
g L -~ Y (24)

Protoze jsme v rovnicich pro ulové geodetiky absorbovali kovariantni energii do
afinniho parametru, je k; = 1. Pfesved¢it se o tom muzeme t¥eba z normovaci
podminky, mame totiz

g7 e (=22

0= gtt(kt)Q +grr(kr)2 = (k,t)Z _ _E(kjg) — m =

(25)
Frekvence v, vyjadiena pomoci frekvence v, potom je

(o2 [ e
1/0—<1 T) [1 BV o 1 . (26)

”

Znaménko u radidlni slozky 4-rychlosti svétlice je ”-”. Svétlice pada!



