
Zápočtový test z RFA I - 14.prosinec 2016

Př́ıklad č.1:Pomoćı Hamiltonových rovnic ukažte, že pro testovacé částici po-
hybuj́ıćı se v metrickém poli

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dθ + r2 sin2 θdφ2 (1)

jsou veličiny pt a pφ konstatntńı. Zde je pi i-tá kovariantńı složka 4-hybnosti
test. částice.
Nápověda: Hamiltonovy rovnice jsou

dpi
dλ

= −∂H
∂xi

,
dxi

dλ
=
∂H

∂pi
. (2)

Hamiltonián volné částice má v metrickém poli gij tvar

H =
1

2
gijpipj . (3)

Př́ıklad č.2:Ve Schwarzchildově metrickém poli je z r = R0 radiálně vržen
testovaćı kámen s počátečńı 4-rychlost́ı

~U0 = (U t0, U
r
0 > 0, 0, 0). (4)

Na jakém r = R1 se kámen, na okamžik, zastav́ı?
Nápověda: Prostoročasový interval Schwarzchildova metrického pole je

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 + r2dθ + r2 sin2 θdφ2 (5)

kde je
f(r) = 1− 2/r. (6)

Př́ıklad č.3:Z radiálńı pozice r = Re je z klidu uvolněna světlice, která volně
padá směrem ke gravituj́ıćımu centru Schwarzchildovy černé d́ıry. Nechť světlice
lokálně zář́ı izotropně a monochromaticky na frekvenci νe. Jaká bude frekvence
νo (vyjádřena pomoćı νe) fotonu pozorovaného v mı́stě r = Ro >> 1?
Nápověda: Energie fotonu se 4-hybnost́ı ki, který pozoruje pozorovatel se 4-
rychlost́ı ui je

E = hν = −kiui. (7)

Tož ať se vám dař́ı!
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Řešeńı

Řešeńı př́ıkladu č.1:Hamiltonián H, v př́ıpadě zadané metriky, explicitně
nezáviśı na t ani na φ, tj.

H¬H(t, φ). (8)

Odtud a z prvńıho setu Hamiltonových rovnic zřejmě plyne

dpt
dλ

= −∂H
∂xt

= −∂H
∂t

= 0⇒ pt = konst1 (9)

a
dpφ
dλ

= − ∂H

∂xphi
= −∂H

∂φ
= 0⇒ pφ = konst2. (10)

Řešeńı př́ıkladu č.2:Pro radiálńı složku 4-rychlosti kamene plat́ı

(ur)2 = E2 − (1− 2/r). (11)

Jestliže byl vržen počátečńı 4-rychlost́ı u0 = (ut0, u
r
0, 0, 0) pak čtverec jeho ko-

variantńı energie E zřejmě bude

E2 = (uro)
2 + (1− 2/ro). (12)

V bodě r = r1 se kámen zastav́ı, tj. ur1 = 0, tzn.

0 = E2 − (1− 2/r1)⇒ r1 =
2

1− E2
. (13)

Po dosazeńı za E dostaneme požadovaný vztah

r1 =
2

2/ro − (uro)
2
. (14)

Řešeńı př́ıkladu č.3:Určeme jaký je poměr frekvenćı pozorované νo a emito-
vané νe, tj.

νo
νe

=
(−kiui)o
(−kiui)e

. (15)

Pozorovatel je na r = ro >> 1 a je v klidu, jeho složky 4-rychlosti jsou

uo = (uto, 0, 0, 0). (16)

Z normovaćı podmı́nky pro 4-rychlost pak dostáváme

−1 = uiu
i = giju

iuj = gtt(u
t)2 ⇒ uto = 1/

√
1− 2/ro → 1 pro ro >> 1. (17)

Světlice volně padá z r = re kde byla v klidu. Jej́ı složky 4-rychlosti jsou

ue = (ute, u
r
e, 0, 0). (18)
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Pro radiálńı složku 4-rychlosti dostaneme

(ure)
2 = E2 − (1− 2/r) = 2

(
1

r
− 1

re

)
(19)

kde kovariantńı energii světlice, E, urč́ıme z počátečńı podmı́ky ure(r = re) = 0,
tj.

E =
√

1− 2/re. (20)

Pro časovou složku 4-rychlosti světlice obdrž́ıme vztah

ute = gttute = −gttE =

√
1− 2/re

1− 2/r
. (21)

Náš vztah pro poměr frekvenćı fotonu, po dosazeńı za 4-rychlosti pozorovatele
a světlice, bude mı́t tvar

νo
νe

=
kt

ktute(1 + kr
kt

ur
e

ut
e
)

=
1− 2/r√

1− 2/re

(
1− kr

kt

(1−2/r)
√

2(1/r−1/re)√
1−2/re

) . (22)

Zbývá určit poměr kr/kt. Pro radiálńı složku 4-rychlosti, radiálně se pohy-
buj́ıćıho se fotonu je

(kr)2 = 1− (1− 2/r)
l2

r2
= 1 (23)

protože l = 0. To znamená, že pro kovariantńı, radiálńı složku dostaneme
formuli

kr = grrk
r = grr =

1

1− 2/r
. (24)

Protože jsme v rovnićıch pro ulové geodetiky absorbovali kovariantńı energii do
afinńıho parametru, je kt = 1. Přesvedčit se o tom můžeme třeba z normovaćı
podmı́nky, máme totiž

0 = gtt(kt)
2 + grr(kr)

2 ⇒ (kt)
2 = −g

rr

gtt
(k2r) =

(1− 2/r)2

(1− 2/r)2
= 1. (25)

Frekvence νo vyjádřena pomoćı frekvence νe potom je

νo =

(
1− 2

r

)[
1−

√
2(1/r − 1/re)√

1− 2/re

]−1

νe (26)

Znaménko u radiálńı složky 4-rychlosti světlice je ”-”. Světlice padá!
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