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1 Vektory a tenzory, metricky tenzor, afinni konexe

Priklad ¢.1 Kontravariantni komponenty vektoru A v soufadnicich 2 jsou

A= (A" A = (2:52, %g&) . (1)

~ T O v ~ . 7 4 7. y
Urcete komponenty vektoru A vuéi soufadnicim z* , které jsou ve vztahu s z*
transformaénimi relacemi

’
ot = zlsina?, (2)

2 = z'cosa®. (3)

ReSeni: Transformacéni matice mé tvar

-/ 1/ 1/ .
oz' | —%wzl %22 [ sinz?  z!cosaz?
; - 2/ 2/ - 2 1 2 . (4)
oxJd oz i oz . COS T —I s
ox ox

Slozky A a A" vektoru A jsou ve vzajemném vztahu podle vzorce

Al = 8;; Al (5)
odkud dostaneme, ze je
’ 8.%1, 8%1,
Al — WAl + WAQ - (6)
a podobné
4 8.%2, 8%2,
A2 — WAl + WAQ - (7)

Piiklad €.2 Necht je ddna transformace x — z’ ve tvaru

V' = - z?, (8)
2 = 2l 4P (9)

Déle necht jsou
Tll — 17 T12 — T21 — O a T22 = po, (10)

kontravariantni slozky tenzoru T vuci souradnicim z. Jaké budou kontravari-
antni slozky tohoto tenzoru vuéi souradnicim z’ 7
ResSeni: V tomto pfipadé mé matice transformace tvar

B B o I IS | "
ord | | 82 e | T |1 1 |” (11)

zl 2




Kontravariantni slozky tenzoru T' se transformuji podle vzorce

oo Oxt dxd
T = oy %T” (12)
Dostavame tak vysledek
TV = TU T2 =14, (13)
V2 pll 22 g 00, (14)
T2 o1l 22 g 0, (15)
T?? = T4 T2 =1+ p,. (16)

Piiklad ¢.3 Meéjme opét transformaci 2/ — x, tentokrite posanou soustavou
rovnic

o' = 22" + 322 — 2, (17)
@ = —a'—22% + a8, (18)
@ = 2l (19)

Najdéte matici této transformace a matici piislusné inverzni transformace.
ResSeni: Matice transformace je ziejmeé nasledujici

P 2 3 -1
o= -1 2 1 (20)
v 1 0 0

Gaussovou eliminaéni metotodou uréime z matice transformace matici inverzni
transformace, kterd ma nakonec tvar

P 00 1
o | = 11 1 |. (21)
v 2 3 -1

Piiklad €.4 Transformacni vztahy mezi Boyer-Lindquistovymi soufadnicemi
a ”Kerr ingoing” soufadnicemi jsou

€y = €4, (22)
r? + a®
e = —rle.+r? X (et +Qey), (23)
1
m = ———ey, 24
© sin@ee (24)
e,y = e, (25)

Najdéte matici prislusné inverzni transformace.

ResSeni: Srovnanim obecného tranformacniho vztahu mezi bazovymi vektory

92"
= —— — € 2
e 57 = © (26)



s transformaci 22-25 obdrzime transformac¢ni matici

1 %:‘12) 0 0

oz° ] 0 —r2 0 0
v = 1 (27)

[8:1: 0 ﬁ(r?ga?) smzg U

0 g g g

Gaussovou elimina¢ni metodou obdrzime z vyse uvedené transformacéni matice
matici ptislusné inverzni transformace

oxY B
dxe |

Piiklad ¢.5 Symetrizujte a antisymetrizujte tenzor [Ty;], ktery mé slozky

1+aA2/U/2) 0 0
—u? 0 0
0
1

(28)

o ocor
o
[
T
I
<
o)

T11 = 1, T12 = p, Tgl = —2p a T22 =DP. (29)

ResSeni: Proces symetrizace je dan vztahem

1
T(ab) = 5 (Tab + Tba) . (30)
Odtud dostavame vysledek
1
T(11) =1, T(12) = T(21) = —§P a T(22) =D (31)

Pii antisymetrizaci postupujeme podle vztahu

1
T[ab] = 5 (Tab — Tba) . (32)
Piimym pouzitim tohoto vztahu ihned obdrzime vysledek

3
Ty =0, Ty =-Ta= oP 2 T(22) = 0. (33)

2 Pohyb testovacich castic
Piiklad ¢.1 Metrika na 2-sféfe je popsana délkovym elementem

di? = d6? + sin” Od¢?*. (34)
V bodé P = (6o, ¢o) je vektor, ktery mé v piislusném teéném prostoru, vuci

soutadnicové bazi, kontravariantni slozky V = (V% V?) = (2¢g, —0). Urcete
kovariantni slozky tohoto vektoru V;.

ResSeni: Vztah mezi kovariantnimi a kontravariantnimi slozkami je

Vi =gi;V7, (35)



kde slozky metrického tenzoru g;; jsou

[9i] = { é Sir?z 0 } (36)
Vysledek potom je
Vo = go;V7 = goaV? + gosV? = 269 (37)
a
Vo = 96;V7 = g0V’ + ggoV? = =g sin” . (38)

Piiklad ¢.2 Dokazte, ze
1. 2-D metricky prostor popsany metrikou
ds? = dv? — v3du? (39)

je plochy 2-D Minkowského prostorocas, popsany prostoroc¢asovym inter-
valem

ds? = da? — dt*. (40)
2. pro neurychlenou ¢astici je kovariantni slozka 4-hybnosti p,, konstantni ale
P, konstantni neni.
Resen:
1. Snadno zjistime, ze transformace (u,v) — (z,t) ve tvaru
x = wsinhu, (41)
= wcoshu (42)

prevédi (39) na (40). Tyto transformaéni vztahy lze odvodit ndsledovné.
Rozepisme nejprve obecné diferencidly dx a dt a dostaneme

ox 6:10

ot (f%
dt = %d v+ %d (44)
Umocnénim téchto vztaht ziskdme tyto vyrazy
ox Ox Ox Ox
2 _ or il
dz® = <8v> dv? + (3u) du? +28 50 dudv (45)
ot\” ot ot ot
2 il 2 - -2
dt* = (81}) dw +(8u) du? —|—28 8dd (46)

a jejich dosazenim do rovnice (40) obdrzime pro prostoroc¢asovy interval
ds, po upravach, vztah

ds? = l— <gt ] dv?
v

8t 9
+ l— < 0 ] du
Ox Ox Ot Ot
o2 (Bv ou v 8u> dvdu. (47)



Jeho srovnénim se vztahem (39) obdrzime ndsledujici tii parcidlni difer-
encialni rovnice
ot\?  (ox\?
= - =1 48
(&) () )

@@

Jx dx Ot Ot

Bvdu  Gudu (50)
Z rovnice (48) vidime, ze ji 1ze splnit pro
ot ) ox

30 = sinh u, 0 coshu, (51)

protoze plati cosh? a — sinh? a = 1. Ziskdvame tak transformaéni vztahy
(41) a (42). Vhodnost této volby ovérime dosazenim do rovnic (49) a (50).
Kdyz pro nalezené transformacni vztahy urc¢ime ptislusné diferencidly dz
a dt

dz = dvsinhu+ vcoshudu, (52)
dt = dvcoshu+ vsinhudu (53)

pak dosazenim do (40) musime obdrzet vysledek

ds? = da? — dt? = - = dv?® — v3du®. (54)

2. Hamiltonian, ktery vede na rovnice geodetiky mé tvar

1

1 1
H = —g"apy = =(po)? — =02 (pa)?. 55
59" Papy = 5 (p) 2v(p) (55)

7 Hamiltonovych rovnic pak obdrzime

dp., OH .

- . 0 = p, = konst, (56)
dp,, OH _3 9

o = g = (pu)® =  po # konst. (57)

Piiklad ¢.3 Dokazte, ze konformni transformace metriky, tj. gap — f(2°)gap
pro libovolnou funkci f zachovava thly. Ukazte, Zze vSechny nulové kiivky
zustanou nulovymi kiivkami.

Reseni: Lokaln{ thel «, kery sviraji dva vektory A, B v daném bodé popisuje
rovnice

A-B GapA? B 58)
COS o = = .
[AlB] \/gayA*AP\/ g,y B2 BY

Spocitejme velikost tihlu o, ktery sviraji ihly A, B vuéci metrice fgqp a obdrzime

fgapA*B® _f gapA*B®
Vg A AP/ FgapBoBY [ \/gayA* AP/ gap B* BY

cosa’ = =cosa. (59)




Dale, necht je k& nulovy vektor, tj., plati

Japk®k’ =0 = fgak®k® = 0. (60)
Takze nulové vektory zustavaji, pii konformni transformaci, nulovymi vektory.
Priklad ¢.4 Urcete velikost 4-rychlosti a 4-hybnosti, jejichz kontravariantni
slozky jsou definovany vektory
B dz?
-~ dr

kde je m je klidova hmotnost ¢éstice.

Ui

a P'=mU" (61)

Reseni: Ctverec velikosti vektoru U = U'e; v metrickém prostoru je

dzt da?

U2:U'U:gijUin:gij¥¥- (62)
Soucasné ale plati
ds? = gj;da’da? = j—i = gij(il—fc(lii:. (63)
Vztah mezi prostorocasovym intervalem, ds, a vlastnim ¢asem, dr, je
ds? = —dr?. (64)
Tyto rovnice implikuji vysledek
~1=yg,;UU a —m?=g; PP (65)

Priiklad ¢.5 Urcete transformacni vztah geometrického objektu se slozkami
oVi/oxd.

Reseni: Necht je ddna transformace 2/ — z. Pocitejme

v ox' oV 0a' 9 (02"
oxi’ 9z Oxt  Oxd Oxt \ Oxi
oxt [0zt oV 9247
— - _ J
927 <8:17j oz TV axiaaﬂ)

0zt 0z’ OVI | dx' Pa’
= 2 T Ty (66)
0x?" 0z Ox* = Oxd' 0x*Oxd
Prvni ¢len vysledného transformacniho vztahu se transformuje jako tenzor typu
(1,1) ale nenulovy druhy ¢len zpusobi, ze parcidlni derivace slozek vektoru

netvori tenzor.

Priklad ¢.6 Z definice kovariantni derivace urcete transformacni vlastnosti
afinni konexe I.

ResSeni: Kovariantni derivace kontravariantnich slozek vektoru V je

ViVIi=8,Vi 417, V. (67)



Uvazujme transformaci ' — x a mdme

v, VI

S R
oxd dzt OVI 9zt 9223 . 9aF

0x7 Ox¥ OzI + ozt 0zi0zI + Oxk K

Vi i J .
dz7 Oz (8V +ijivk) (68)

Odtud dostdvame rovnici

0xd Ozt . ozt 0%l . 0aM
07 9z K T ou7 owdm | | ogk . W (69)

ktera po nékolika algebraickych tpravach vyusti ve vysledek

. . . -/
i ox* 927" 0z _; OxF Oxt 0%ad
Ki T 9gk’ 9xd 9zt K Qxk 9xt Hxidxk’

(70)

Priklad ¢.7 Urcete, jak se transformuji slozky afinni konexe.
Reseni: Volné padajici systém vybavime soufadnicemi £€*. Volnd castice bude
v tomto systému podléhat pohybovym rovnicim

d2a
L S

dr2 (1)

Pfi pozorovéani ze systému na povrchu hvézdy (napiiklad), ktery vybavime
soufadnicemi z®, budou pohybové rovnice této ¢astice nasledujici. Soufadnice
&% jsou funkcemi soufadnic ¢, z rovnice (71) tak dostdvame

d(dey (o dat
dr \ dr ~dr \9zr dr
0> A2+ 026> da* dz¥
T 9zt dr? | §avdxt dr dr 0 (72)
Tuto rovnici vyndsobime ¢lenem 0x¢/0£% a dostaneme
d2?z° dz# dz¥
—_— S — 73
dr? wodr dr’ (73)
kde jsme zavedli
ox° 8250‘
g = — . 4
o gge QxkQxv (74)

Uvazujme transformaci 2/* = 2’ (x¥) a z rovnice (74) uréime jak se transformuje
afinni konexe.
Nejprve urceme nasledujici transformacni vztahy

' B A (27 (€9)) B oz dx°
oct gt - Oz O¢!

gt 9 (x(x))  9gt 9aP
oxB ozh’ T 9xB 9xB




S vyuzitim téchto vztaht pocitejme.

r

o 02 9P¢7 0a 0x* 0 (00 0¢°
Bt go 9aBoxY Oz 9¢e xP \ Oz OxY
9 9™ (ago 92" oz 9zP 92 )

x> 9ge \ Oz Oz dxP’ + Ox" 0xbP" BxP oz

oz 9z 8zf _, ox® 9%z

_ - 7
x> oz dxB " PV + Az OxP oz (77)
Odtud plyne, Ze afinni konexe se netransformuje jako tenzor !
Priklad ¢.8 Ukazte, ze vyraz
0A 0A
Ay, =—L_ = 78
" oxv Ozt (78)

se transformuje jako tenzor.
Reseni: Parcidlni derivace kovariantnich slozek 4-vektoru se transformuje takto

0An AzP A, B P i ox®
oxB  9xB dxB  OxB dxB \ fx’ T
a B 2, .a
_ o0x® Ox 8Aa+ 0%z . (79)

Oz 9xB xB Oz 9xB ¢

Ted staéi tento vztah dosadit do rovnice (78) a dostdvéme

A  0Ax B 0Ag
AT 9uB T p
oz 9zP HA, 0%z°

= 0z 0z7 0P + Oz« 0zP' 4o

o0xP 0x* 0Ag 0?27 A

0xP" Oz 9z OxP x> 7
Az dzP [ 0A, 0Ag\  0x“ dxP
Or® dxb' <8x5 a 6:100‘) -~ 9x 9P’

Anp- (80)
Objekt, definovany vyrazem (78) se transformuje jako tenzor !

Piiklad €.9 Urcete koeficienty afinni konexe v pfipadé metriky na 2-sféie,
ktera je zadand délkovym elementem ve tvaru

di? = d6” + sin® Od¢>. (81)

ResSeni: Slozky afinni konexe pocitdme ze vztahu

i 1 is
Ik = 59 (= giks + gsje + G 5) (82)

a dostavame nasledujici nenulové slozky

1"9¢¢ = —cosfsiné, 1"‘1’045 = I‘¢¢9 = cot 6. (83)



Piiklad ¢.10 Ukazte, ze volba Hamiltonidnu volné testovaci ¢astice ve tvaru

1 .
H = §g”pipj (84)

vede na rovnice geodetiky.

Reseni: Rovnice geodetiky odvodime z Hamiltonovych rovnic

dpr, ~ OH da* _ OH

- = _Z= 85
dr oxk’ dr  Ops (85)
Dosazenim za Hamiltonian H dostavame
dpg 1 9g9
— = ————piD;, 86
dr 2 Dk PP (86)
soucasné ale plati
dpr,  d s dp® sO0ks 4
I = gy WksP®) = -gks + 07 T D (87)

Zde jsme vyuzili druhé Hamiltonovy rovnice, podle kterych, pro nas Hamil-
tonian, plati

dz* 1 .. 0p; 1 ;; Op; j
e ¥ . iy 29 ki, k, 88
= =39 8pkpj+2g Pigy =970 =P (88)

Spojenim rovnic (86) a (87) dostaneme

dp* 19g%  Ogks s
gks dT - 2 axk plpj afl;l p p
Ly ;00 OGrs
_ . ils D — S inS. ]9
59" 9% 5 wPib; — 5 P'P (89)

V tomto kroku bylo nutné si uvédomit platnost nasledujici identity

i o6t dg" 1095
I ] . — s — — _ W48 Js
ok (9793) Oxk = Oxk 979 k-

Rovnice (89) déle vede k ndsledujicim vypocétum

g = Lot - Lo — Sons '’
s dr o Jls, o Jksi o Jksyi
_ . _ l l,os l s 1 [ s
= lic—=ll= 5 9is P P° = S GksIPP° = 5 ks 1D P
1 1 1
= |ve 3. ¢lenul <— s| = §gzs,kplps - §gks,lplps - §gkl,5p5pl
1
= 3 (Gis.k — Gkst — Gri.s) P'D° (91)

Nakonec zfejmé dostdvame rovnici

dp?
dr

dpt 1 .
Lz (—Gs,k + Grs,i + gris) =0 — + I, p'p* = 0. (92)

dr 2

10



Priklad ¢€.11 Urcete rovnice geodetiky testovaci ¢astice na 2-sfére. Délkovy

element ma tvar
ds? = df? + sin? fdp>. (93)

ResSeni: Vyuzijeme vysledku predchoziho cviéeni a najdeme pohybové rovnice
z Hamiltonovych rovnic. Hamiltonidn volné testovaci ¢dstice na 2-sféfe je

1 .. 1
H:—Ui':— 2+ 2- 94
597 Pipj = 5 (o) + 55 (Ps) (94)
Z Hamiltonovych rovnic dostavame
dpg OH  cotf 2 .2
— == = cotf 0(p?)2. 95
dT 89 Sin2 9 (p¢) Cco S (p ) ( )
Soucasné, ziejmé, plati pg = p? a tedy dostdvdm rovnici geodetiky pro 6-
komponenty hybnosti ve tvaru
d 0
L cotOsin? 0(p?)2. (96)
dr
Pro ¢-komponentu hybnosti obdrzime
d 0OH
% :_6_¢ = 0= py = konst = K = sin® fp°. (97)
Vyslednd rovnice potom je
1
¢ = K. 98
P sin? 6 (98)

Priklad €.12 Vakuové, statické, sféricky symetrické feseni Einsteinovych rovnic
reprezentuje Schwarzchildova metrika, ktera méa ve Schwarzchildovyh souradnicich
tvar

2GM 2GM\

ds?=—(1- dt? + (1 - dr? +72d6? + r? sin® 0de?.  (99)
c?r c?r

Urcete integraly pohybu a v Newtonovské limité urcete jejich fyzikalni vyznam.

ReSeni: Hamiltonidn volné zeszovaci ¢4stice v metrickém poli g, je

H= %g“”pup,,. (100)
7 Hamiltonovych rovnic
% _ _% (101)
pro p; a pg plyne
%:M%ﬁ:o, (102)

11



protoze Hamiltonian H nezéavisi explicitné na soutfadnicich ¢ a ¢. Takto jsme
nalezli dva integraly pohybu

pr = Ky apy = K. (103)

V limité » >> 1 piechdzi Schwarzchilduv prostorocas v Minkowského pros-
torocas. Zde je interpretace slozek 4-hybnosti nasledujici.
o dz® dz®

kde jey =1/v/1—=V2a V2= (V"2 +[V?? + [V?]2. Odtud dostdvame, Ze je

dt
f=my— =ym=FE 105
p=myg =ym=E, (105)
a tedy

Ky=p =-p' =—FE. (106)

V piipadé druhé pohybové konstanty, ztejmé plati

de r2d¢ L

= ym— = ym—— = 7. 107
pP=ams = ymog o =75 (107)

Pro V << 1 je vy = 1. Dostavame tak

Ko =py=1’p® = L. (108)

Priiklad ¢.13 Ukazte, ze pohyb v centralni rovineé je stabilni vaci latitudinalni
perturbaci.

Reseni: Pohybové rovnice pro latitudindlni soufadnici m4 tvar

dp? 2cos0 5 2 ..,

L P 12 oyt 109

dr  r4sin’6 PP (109)
Bez jmy na obecnosti predpokladéme, ze pohyb se odehrava v rovine 0=m/2
ar =rg = konst. Vyvolejme poruchu §0. Reseni rovnice (109) hledejme ve
tvaru 0 = 7/2 + §6. Do prvniho faddu v 60 dostdvdme rovnici

.. 212
kde jsme vyuzili nasledujici vztahy
cos(m/2 + 60) = cos(n/2) — sin(n/2)d0 + ... = —56. (111)

sin(m/2 + 00) = sin(7/2) + cos(7/2)560 — %sin(w/m&e? +..~ 1 (112)

Resenfm rovnice (110) jsou zfejmé harmonické kmity, tj.

86 ~ sin . (113)

12



Odtud plyne stabilita pohybu v centrdlni roviné vuéi latitudindlni poruse (per-
turbaci).

Piiklad €.14 Pomoci Hamiltonovy-Jacobiho metody uréete pohybové rovnice
testovaci ¢astice ve Schwarzchildové poli.

Reseni: Hamilton-Jacobiho rovnice pro funkci S maji tvar

05 _ 1,508 05

“ox =29 9pao0f (114)
kde je
oS
Pa =52 (115)

Srovnanim s normalizac{ 4-hybnosti —m? = ¢*’p,ps ziskdme dals{ vztah

s 1,

Ve Schwarzchildové merickém poli bude mit H-J rovnice tvar

S 1, ., (3S\? f(r) [0S\ 1 [0S\? 1 08\*
o - 2/ (a) 5 <a_) +r—z<%) *m(%) |
(117)

Reseni hledejme v separovaném tvaru
S=5\+5+5+S5Sg+ 5. (118)

V piedchozich piikladech jsme uréili dvé pohybové konstanty p, = —E apg = L.
Z rovnic (115) a (116) dostavame

P = % = % — S, = —Et, (119)
pe = %:%—%%%:w, (120)
12 = g_i _ % Sy = %m%. (121)
Takze feseni (118) m4 nyni tvar
S = %mQ/\—Et—i-L(b—I—ST—i-Sg. (122)

Toto feseni dosadime zpét do (117) a obdrzime

2 2
LB+ L (%i’“) L L (%) b1 ()

2r2 2r2sin? 0

Po jednoduchych dravach a separaci na ¢ast zavislou na r a na ¢ast zavislou na
0 obdrzime rovnici ve tvaru

2 2 2
rt s 2 (0S:\" o5 (0Sh -
f(r)E for)r ( 5 > more = <—89 + g K =const. (124)

13



Dosazenim za p, = 9S,./0r a pg = 35, /00 a po algebraickych ipravéch dostaneme
vé rovnice

6 = B (). (125)
") = %(K—81529L2). (126)

P#i pohybu v ekvatoridlni roving, § = /2, z rovnice pro latitudindlni slozku
4-hybnosti dostaneme
0=K— L (127)

Tento vysledek je motivaci k zavedeni nové pohybové konstanty Q = K — L2,
pro kterou v ekvatorialni roviné plati Q = 0. Pomoci této pohybové konstanty
prejdou pohybové rovnice (125) a (126) na tvar

L2
W = g (m e E1Y). (128)
0\2 1 2 1 2
= — + L ———L"). 129
(p ) rd (Q sin? 6 ) (129)
Zbylé dvé rovnice pro ¢asovou a azimulalni souzadnici zfejmé jsou
t Dt E

p = — = — 5 130
70 0 150

1 L
¢ = = . 131
b 72 sin? Pe = 2?0 (131)

Piiklad €.15 Uvazujme testovaci ¢astici, ktera radidlné padd z r = R v poli
Schwarzchildovy ¢erné diry. Urcete interval vlastniho ¢asu A7 za ktery do-
razi testovaci ¢édstice do singularity (r=0) a interval soufadnicového casu At
ktery je potieba k dosazeni horizontu (r=2). Prostorocasovy interval méd ve
Schwarzchildovych soutradnicich tvar

1
f(r)

ds® = — f(r)dt* + ——dr® + r2d6? + r? sin® 6d¢?, (132)
kde je f(r)=1-2/r.

Reseni: Radidlné padajici ¢dstice ma nésledujici slozky 4-rychlosti

U= (ut,UT,O,O). (133)

4-rychlost spliiuje normovaci podminku
~1=yg,;UU = (U)? =E*~(1-2/r), (134)
kde jsme vyuzili existenci integralu pohybu U; = —E, ktery je interpretovan jako

kovariantni, specifickd, energie méfend statickymi pozorovateli v nekonecnu.
Céstice je uvolnéna z klidu na r = R, to znamend, ze odpovidajici hodnota
E? bude

FE?*=1-2/R. (135)

14



Pro interval vlastniho ¢asu tak dostdvame rovnici

(136)

znamend, ze ¢dstice padd smérem k ¢erné dife. Integrél (136)

” N

kde znaménko
reSime nasledovné

AT = /= /”1—7"/R r/R—cos n, dr =—2Rcosnsinndny|

= \/iRg/Q/ cos? ndn = | cos® n = (1 + cos 2n) /2|
0

2, [MP(1 1 R\3/?
= %R/ <§+50032n>dn—<5> (m+1/v2).  (137)
0

Pro urceni intervalu soufadnicového ¢asu At vyuzijeme rovnici (134) a vztah
Ut = ¢"'U;. Dostavame tak rovnici

Ut dr (1—2/r)/E2—(1—2/7)

T A B (138)

Resenim této diferencialni rovnice je integral

2 Edr
A= _/1%(1—2/7°) B —(1—2/r)

B /2 /1 —2/Rdr (139)
r (1-2/r)\/2/r —2/R

Analogicky jako v piipadé predchoziho integrélu zavedeme substituci

r/R = cos®n (140)

a obdrzime integral (139) ve tvaru
1 _ 2 7o 4
At = /R / - ;OS N d’l]
V sin“n —2/R
~ /2(1-2/R)
B R

\/itan
4+ R)n + 2v2arctanh ( v R_; + lc0s77sin77 (141)
2R RVR =2 2

) no=arccos\/2/R

0

Dominujici ¢len je arctanh(zx), jehoz argument je pro horni mez ny = arccos y/2/R
roven z = 1, pro ktery funkce arctanh diverguje. To znamend, Ze z pohledu
soufadnicového casu dosdhne testovaci ¢astice horizontu za nekoneéné dlouhou
dobu zatimco z pohledu vlastniho ¢asu horizontu dosdhne singularity (a tedy i
horizontu) po ubéhnuti kone¢ného intervalu vlastniho casu.
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Priiklad ¢€.16 Podminky existence kruhovych orbit a urceni jejich stability
z efektivniho potencidlu Veys(r; L).

Reseni: Vyjdéme z pohybové rovnice pro radidlni slozku 4-rychlosti testovaci
castice.

[W']? = E? = Voys(r; L). (142)
Derivaci této rovnice podle afinniho parametru 7 dostaneme diferencialni rovnici
2. tadu

du” 1 dVeff
=———. 143
dr 2 dr (143)
Na kruhové orbité musi zfejmé platit v = 0 a % = 0. Dosazenim druhé

podminky do (143) ziskdme prvni podminku pro uréeni kruhové orbity ze znalosti
prubéhu efektivniho potencialu ve tvaru

dVess

. 144
dr 0 (144)

Pro urceni podminky stability kruhové orbity ro aplikujeme poruchu or. Reseni
tak budeme hledat ve tvaru r = ro + ér. Dosadmé jej do rovnice (143) a
pocitejme. Dostavame

. 1dV,¢ . .
Sr = -5 ij = |Taylortv rozvoj|
r
AV, sy 1d®Veyss
= - [0 — % T 6
dr Iro 2 dr? Irodr +
1d2V, ;¢
L AT (143
Je-li P 2
Vers Vers e
_ dr2fj lro < 0= erfj lro > 0 ( lokdln{ minimum ) (146)

obdrzime rovnici harmickych kmitt coz znamenad, ze porucha J je omezend a to
implikuje stabilitu kruhové orbity. Je-li naopak

~ dPVeys
dr?

d*Veyy
dr?

lro > 0= lro < 0 (lokdlni maximum ) (147)

obdrzime rovnici jejimz feSenim je porucha § kterd exponencidlné roste a to
implikuje nestabilitu kruhové orbity.

3 Tenzor krivosti

Piiklad €.1 Urcete slozky Riemannova tenzoru, Ricciho tenzoru a Ricciho
skalaru pro nasledujici metriky:

1.
di? = dr? + r?d¢?, (148)

di? = d6? + sin*0d¢*. (149)
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ResSeni: Slozky Riemannova tenzoru uréime z vyrazu

Rijkl = Fljl,k - Fljk,l + stlFiks - stkrilsv (150)

slozky Ricciho tenzoru a Ricciho skaldru podle vztahu
Rji=R R =R, = g"Ry. (151)

%
gil»

Piimym vypoctem se presvédcime, ze je

1.
Ry, =0, Ry=0 a R=0 pro viechnai,j kI, (152)

2.
R0¢0¢ = _R9¢¢9 = Sin2 9, (153)
R¢09¢ = _R¢0¢0 =-1 (154)

a dale dostavame

Roo = R'yy =Ry, + Ry, =sin’0, (155)
Rgg = Rlgyg = Rlygp+ R¢9¢9 =1 (156)
a
R=g"g; = g* Ry = — 12 sin®6) = 1. (157)
sin” 6

Priklad ¢€.2 Urcete slozky slapového zrychleni pusobiciho na radidlné padajiciho
pozorovatele v poli Schwarzchildovy ¢erné diry.

ResSeni: Vyjdeme z rovnice pro geodetickou deviaci ve tvaru

Di¢

57 = R%, . UICU, (158)

kde je R Riemannuv tenzor, U je 4-rychlost padajictho pozorovatele a [ je tzv.
separaéni vektor. Chceme najit slapové zrychleni A%2a = DI/D7? jaké bude
pocitovat (méfit) nestastny pozorovatel padajici k ¢erné dife. Transformujeme
tedy rovnici (158) do ortonormdlniho systému spojeného s volné padajicim po-

zorovatelem, tj. A
D% _ pa bjegrd
D2 =R, UIUY. (159)

V tomto systému md separacni vektor slozku =0 a ostatni necht jsou [ 1= ox,
1 = 8y a I? = 6z. Slozky 4-rychlosti jsou ziejmé U® = 1 a ostatni jsou nulové.
Transformaci prechodu od (158) k (159) provedeme ve dvou krocich. Nejprve
pfejdeme od soutadnicivé baze k ortonormalni bazi statického pozorovatele, tj.

e; (1—-2/r)"?e, (160)
e = (1-2/r)%,, (161)
r (162)

(163)

-1

€; = €9,

e; = (r sinf) " le,.
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a nasledné ptfejdeme od této baze k ortonormdélni bazi volné padajici relacemi

eg = U=rye; —yve;, (164)
e; = —yve;+ ey, (165)
e = e (166)
e; = e (167)

Slozky Riemannova tenzoru kiivosti uréime stejnym zpusobem jako v pfedchozim
piikladu a v soufadnicové bazi obdrzime tyto nenulové slozky

Ry, = —R', = 2R97“r9 = _2R9r97“ = 2R¢rrqb = _2R¢r¢r = ﬁﬁg)
Ry = o= Rippg = ~Rpgy = 2Ry, = —2Rp0 =~ (169)
Rty = —Rlyp=Ryry= Ry = —%R9¢9¢ = %R%o = —ﬁ@m)
Ry, = —Ry= _2R9tt0 = 2R0t9t = _2R¢:thb = 2R¢t¢t = 2(7;7:2)- (171)

Slozky tenzoru kiivosti vuéi ortonormalni, statické bazi ziskame z transformaéni
relace

Vysledkem jsou tyto slozky tenzoru kiivosti
3 i 5 5 3 ; 2
t _ t 6 0 ¢ _ ¢
Ry, = —R.;=2R,,=—-2R", =2R = —2R or = a0 (173)
Rl = Rl —R = R, —2R’ = R’ - L1 ()
6t — 60t — "V a0 — 667 — 664 — Gg6 — 737
. . " N 1. 4 1_4 1
t — _pt . _—pr  __pt . __ GMA:_ HAAA:__
Borg = ~Rop =1 R4 2R $0$ 2R $0 r3 (175)
R X 5 5 4 7 2
T _ Id _ 6 _ 6 _ ¢ _ ¢ _
Ry = —Riyy=—2R0%; =2R%; = -2R%, =2R"; = 5. (176)

Nakonec, transformaci (f,f,é,gf)) — (0,1,2,3) dostaneme tyto hledané slozky
tenzoru kfivosti mefené z volné padajiciho systému

Vysledné slozky piilovového z rychleni z pohledu volné padajiciho pozorovatele
jsou zfejmeé

D2/t 2(1 — v?)y26x
r=l R )
D22 (1 —v2)42dy

= 1
D72 r3 ’ (178)
D23 (1 —v?)y2%62
Dz = 3 . (179)
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4 Kosmologie

Priiklad ¢.1 Najdéte transformaci, kterd prevede R-W metriku

dr?

ds® = —dt? + R2(t) =t r2(d6? + sin® 0d¢?) | , (180)
na tvar
ds? = —dt® + R*(t) [dx® + S7(x)(d6? + sin® 6d¢?)] . (181)
kde je
X pro k=0,
Ye(x) = siny pro k=41, (182)

sinhxy pro k=-—1.

Reseni: Pfislusnd transformace je zfejmé
r=2k(x)- (183)
Pro k = 0 dostaneme dr = dy a tedy
ds® = —dt* + R*(t) [dx® + x*(d6? + sin® 6d¢?)] . (184)

Pro k = +1 bude diferencidl dr = cos xdyx, ktery vede k vysledku (uzitim vztahu
sin? y + cos? x = 1)

ds? = —dt® + R?(t) [dx® + sin® x*(d6? + sin® 0d¢?)] . (185)

Pro k = —1 snadno uréime dr = cosh xdy, ktery vede k vysledku (uzitim vztahu
cosh y —sinhy = 1)

ds? = —dt* + R(t) [dx® + sinh® x(d6? + sin® 6d¢?)] . (186)

Piiklad €.2 Odvodte vztah pro kosmologicky rudy posuv

_ R
1+Z—W(;). (187)

Reseni: Galaxie G mé radidlni souputujici souradnici y. Necht se vyzéieny
foton pohybuje podél soutadnice x. Z rovnice ds? = 0 dostdvame

t2 dt
0=—dt* + R*(t)dy = x = / (188)

n R(t)
Po uplynuti periody At; je vyslan dalsi foton, ktery dorazi k pozorovateli v ¢ase
ts + Ato. Dostavame tak rovnici

t2 dt t2+At2 dt
- (189)
tl R(t) t1+Atl R(t)
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coz lze napsat ve tvaru

t1+Atl dt t2 dt t2 dt t24+At2 dt
/ —+/ —:/ —+/ AP 90
1 R(t)  Jutan R(t) tiran B(t) S R(t)

a obdrzime tak rovnici

t2+At2 dt t1+Atl dt
/ At / e (191)
2 R(t) t1 R(1)

Béhem period At; se skalovy parametr piilis neméni, klademe tedy
R(tl) >~ R(tl + Atl) a R(tQ) >~ R(tz + AtQ) (192)
Po tpravach obdrzime vysledek

Rit) At fi
R(t1) Aty fo (193)

Rudy posuv z je definovan vztahem

I1+z2= fzdr/fpoz- (194)

V nasem pripadé index 1 odpovida zdroji a index 2 odpovida pozorovateli.
Vysledek tedy je

=142z (195)

Priiklad ¢€.3 Urcete parametry Einsteinova statického vesmiru a ukazte, Ze
tento model vesmiru je nestabilni.

Reseni: Vyjdéme z Friedmanovych rovnic (FR), které maji tvar

R?+k
3 PR A = 8mp (196)
2RR+ R? + k
—m A = —8mp. (197)
Z prvni FR dostaneme rovnici
. 8 A
R? = §p32 + SR -k (198)

Dosazenfm této rovnice do 2. FR za R? obdrzime vztah
.. 8 2
9RR = —87pR? — %pR2 +ZAR. (199)

Stati¢nost vesmiru vyzaduje splnéni podminek R =R =0. Pokud m4d staticky
model poposovat soucasny Vesmir, tak latka, kterou je vyplnén pfedstavuje

nekoherentni prach, jehoz stavova rovnice je jednoduse p = 0. Za téchto
podminek obdrzime z rovnic (198) a (199) vysledek
9 A

k=AR* a p=pgp=—. (200)
4
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Protoze je A > 0 pak geometrie statického vesmiru bude mit kladnou kfivost,
resp. k = 1. Polomér Einsteinova statického vesmiru pak je

1
VA
Nyni je potieba zjisti, zda je tento model stabilni vaéi perturbacim hustoty-
energie a potazmo $kdlového parametru. Definujme funkce

1

R(t) = <= +0R() & plt) = % +6p(t) (202)

a dosadime je do (199) a fesime do prvniho faddu v §R. Dostdvame rovnici

Rp = (201)

. 8
25RVA ~ —?ﬂ—(ﬂ). (203)
Vztah mezi 0p a 0R plyne z rovnice (pro nekoherentni prach)
PE R3/2
d(pR?) = =-3L26R=— . 204
(pR°) =0=dp 3RE5R 347r OR (204)
Vysledkem je rovnice )
0R = AOR. (205)
Protoze je A > 0 pak fesenim této rovnice je
dR ~ expt = nestabilita . (206)

Piiklad ¢.4 Odvodte rovnici zachovani energie popisujici adiabatickou ex-
panzi (kompresi) vesmiru.

Reseni: Hledand rovnice plyne z nulovosti divergence tenzoru energie-hybnosti
idedlni tekutiny. Vychazime z nasledujicich vztahu

u, V, TH =0, (207)

™ = (p+ p)u'u” + pg"". (208)
Dosazenim (208) do (207) obdrzime

u, NV, T = w,V, [(p+p)utu” + pg"”]
= uu [Vu(p+p)uu” + (p+ p)Viuu”
+  (p+p)u"'Vyu” + V,pgh’] (209)

Dokazme nyni nasledujici rovnost
u,Vyut =0. (210)
Proof. Ztejmé plati V,, (u,ut) = 0. To ndm déva

Vo(uput) = (Vyuy)ut +u,Vou* = (Vyu,)u! + v Vou,
= 2(Vyu,)u =0 (211)

O
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Z rovnice (209) pak dostdvame rovnici

0 = =Vulp+pu’ = (p+p)Vou" +u"Vyp
= —u'Vyp—(p+p)V,u". (212)

Lze ukazat, ze hustota poc¢tu ¢astic tvoticich latku se zachovava, tj. plati

V.(nu") =0 (213)
coz implikuje
1
V.(nu") =V,ynu’ +nV,u” = Vou¥ = ——u’Von
n
1dn
- - 214
n dt (214)

Dosazenim (214) do (212) dostdvame rovnici

dp p+pdn
- — =0. 215
dit n dit (215)

Hustota poétu ¢astic je n = 1/V a tedy dn = —dV/V2. Po dosazeni do (215)
mame d v
p p+p
L _rrer 216
dt Voodt (216)
Po vyndsoben{ této rovnice parametrem V (3-objem) obdrzime, po tpravéich,
rovnici

d(pV) av
g =0, (217)

Spocitejme nyni 3-objem vesmiru V. Dostaneme

V= / V3gdxdfde = /R(lﬁ)gEk(X)2 sin 0dydfd¢ = 4w R® / Y (x)?dx.
(218)
Po doszeni tohoto vysledku do rovnice (217) obdrzime koneény vysledek

d
3 (PR?) +p—- = 0. (219)
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