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1 Pohybové rovnice testovaci castice

Podle principu nejmensi akce, ktery je univerzalni (aspon tomu véifme), vybird
”priroda” takovou trajektorii, jejiz délka je extremdélni. V ¢asoprostoru je délkovy

element prostoro—éasového intervalu
d82 = d.’I}7dLIJJ
Gij :

Akce pro volnou testovaci ¢dstici pak bude

B
Sz/ ds
A

a ze vSech moznych trajektorii bude vybrana ta, ktera spliiuje rovici
0S5 =0.
Difve nez vytesime rovnici (3) uréeme ds. Postupné dostaneme

dds? = 2dséds = 8 (gijdxidxj)

) (gijdxzdx]) = %dxzdﬂ&x“ + 2g;;da’oda’.
Pro dds tak dostavame rovnici

19g;; dat | . dz? ;
9ij idxj(gxa +gij£5dxj

2 9z ds
(1 dg;; dz’ dﬁ(; a dz? d5x9> ds

dés

2 0x¢ ds ds v +gijg ds

Obdrzeli jsme tak integral

B o . .
B 19g;; da* da? _ dz* déx’
o5 _/A (2 Oz ds ds OT" + 9ij ds ds ) ds.

Déle, zfejmé plati

A N (e det o
ds 9ii ds s 9ij ds 9ii ds ds

(1)



takze vyraz (8) prepiSseme na tvar

_ [ [LOudrtdat g, A daty R
65_/,4 [2 Oz ds ds ox ds (g” ds)ém ds + |gij 15 ow =0.
1

A

Vsechy mozné trajektorie za¢inaji v A a konéf v B tzn. dz'|4 = dz'|p = 0 a
zbyly integral plati pro libovolné ds, musi tedy platit

1 drtdad  d dz’
~Gija——— — — | gia— | =0. 11
99 qs ds  ds (g ds) (11)

Tuto rovnici jesté upravime rozderivovanim druhého ¢lenu a dostavame

1 dz® da’ dz® da’ d2z?
290y a5 I s a5 e dse <O ()
Déle si vSimnéme, ze plati nasledujici vztah
i j 1 i j i) j
Gia U W = 5 (gia,ju U+ Gia,jU U )
1 o o
= 3 (gia,ju' v’ + gjaiuu’)
1 o
= 5 (gia,j + gja,i) u'u’. (13)

2

kde jsme zavedli u’ = dz’/ds. Dosadime tento vysledek do (12) a dostaneme

1 o du?
i(gij,a — Gia,j — gja,i)uzuj - giag =0 (14)
Nakonec vynésobime celou rovnici matici ¢*® a —1 a mame vysledek
du* 1 oo
T + igka(_gij,a + Gia,j + gjai)u'’ = 0
du® oo
di +Tfu'e) = 0. (15)
S

Zde jsou I' koeficienty afinni konexe které jsou urc¢eny metrikou
% 1 s
ik = 59" (= Giks + sk + Gis.k)- (16)
V limité malych rychlosti uf >> v’ pro i = 1,2, 3 pro staciondrni gravitaéni
pole obdrzime pohybové rovnice tvaru
du’ i O0n2

Spoéitejme 'y, v limité slabych poli, tj. pro metriku

9ij = Mij + hij, kde je |hi;| << 1, (18)
dostavame
7 1 1S 1 1S
Ty = 59 (—900,s + 90s,0 + Gos,0) = —59"900.s
1 . 1 ..
_ s g = —= i, i 19
277 goo, 277 00, (19)



Rozdélime soustavu pohybovych rovnic na ¢asovou prostorovou a obdrzime

du’® 1
v *noohoo 0(u0)2 =0=u' = const, (20)
dr 2 ’
a d . d
w1 . u 1
— Zpttp, i 0\2 = _Vh 0 2. 21
= 57" hoo, (u’)? — = 2V oo(u”) (21)

Zjistili jsme, Ze casova slozka 4-rychlosti ¢astice u® je konstantni. Ukdzeme, ze
1/(u®)2d?/dr? = d?/dt?. Pocitejme

dr\* & _drd (drd)_d (d)_d& (22)
dt ) dr2  dtdr \dtdr/) dt\dt) de2’

Rovnici (21) potom obdrzime ve findlnim tvaru

d?x

1

Druhy Newtontiv pohybovy zékon pro testovaci ¢dstici v gravitaénim poli s
potencidlem ® ma tvar
— =-Vo. 24
e (24)
Srovnanim poslednich dvou rovnic zjistime, ze plati

V(2P + hgp) = 0 = hgg = —2P + const. (25)

Newtonuv gravita¢ni potencidl ® ve nekonetnu vymizi a protoze ocekavame, ze
ve velkych vzdalenostech od grav. centra bude prostorocas popsan Minkowského
metrikou musi byt const = 0. Pro 00-slozku metrického tenzoru dostaneme
vysledek

900 = Moo + hoo = —(]. + 2(13) (26)

Na této analyze je vidét korespondence mezi Newtonovym gravitatnim po-
lem reprezentovanym potencidlem ® a Einsteinovyn zakfivenym prostoroc¢asem.

2 Metricky tenzor a afinni konexe

Prostorocas z pohledu volné padajiciho systému je lokalné inercidlni a popsany
Minkowského metrickym tenzorem 7;; = diag(—1,1,1,1). Ozna¢me soufadnice
v LIS, £ Déle uvazujme obecny soufadny systém vybaveny souradnicemi 27 (ro-
tujici, vznasejici se na pevném r v gravitaénim poli, ...). Mezi obéma souradnymi
systémy existuje transformace £ <— x*. Metricky tenzor z pohledu systému z°
urcuje tenzorové transformacni pravidlo

& 9Eb
9ii = 57 fi 1 (27)

Nyni, necht je s LIS spojend volné padajici édstice. Jeji pohybové rovnice, v
tomto systému, zfejmé budou mit tvar

d2fi
o =0 (28)




Nyni pozorujme tuto ¢astici z obecného systému 27 a uréeme v ném jeji pohy-
bové rovnice. Dostavame
d2¢? _d ¢t da? . d o¢\ dad  ogt d%ad
dr? dr \0z7 dr ) dr \ 0xJ

0%¢" dad daF  O€ d2ad
= o dr ar Towiar (29)

dr = Ox7 dr?

Nakonec vynésobime celou rovnici matici 9z%/9¢¢ a dospéjeme k vysledné po-
hybové rovnici
d?z®  9x* 0%¢ dad dat
dr? * 0t Qxidxk dr dr

Srovnénim s rovnici geodetiky zjistime, Ze afinnf konexe I'; je ddna vyrazem

=0. (30)

i 8121 8255

i* = 9 duioak (31)

Ukazme nyni, na zékladé transformaénich vlastnosti F;'- &> Ze se nejednd o tenzor.
Uvazujme piechod ze soufadného systému z* do z' . Pokud by byl I‘; & tenzorem,
pak by se m2l transformovat takto

7 Oxt Oxd OxF _,

F;’,k,:%ww e (32)
Pocitejme,
o ozt 92¢n :3xi/ Oz’ 927 0 (axk aga)
Ik oEe 923 9xF Ozt 9 Dxd’ dxd \ Dk dxk
0z" dx' 9a { 0 (aﬁ) ogr  oxk o }
Oxt O Oxd" | Oz \ OxF' ) OxF ~ Oxk' OxIDxk
ozt Oxd dz* 9zt 926 9zt §2ak
= Owt 019 92F 0¢° 9xI0xF | OaF 9xd Ok
ot dxd 9k dx' 92k
= w007 007 Lk GuF guroak (33)

Kdyz srovname ocekdavany vysledek transformace s vypocitanym tak dojdeme
k zaveru, ze I'; neni tenzor.

3 Prilivové sily a Riemantv tenzor krivosti

Méme dveé testovaci ¢astice, které padaji radidlné spojené nehmotnym lankem.
Déli je od sebe vektor dr. Jaky je rozdil mezi gravita¢nim zrychlenim na prvni
a druhou ¢dstici na vzddlenosti |6r|?

Necht je 0r << 1, rozvineme silu ptisobici na éastici ' do Taylorova rozvoje

a dostaneme
dF

ar b
Polozime hmotnost testovacich ¢astic m = 1 a dostdavame pro rozdil zrychleni
obou test castic vztah

F(r—+or)~F(r)+ or (34)

a(r +or) —a(r) = %57“. (35)



Pro zrychleni a ziejmé plati

d?r
= — 36
atr) = 55 (36)
takze nakonec dostaneme rovnici pro vyvoj odchylky ér ve tvaru
d?(r+6r) d%*r dF
T s 37)
neboli 26 AF
r
—_— 38
de? d (38)
Pro gravita¢ni sflu hmotného bodu F = —GM /r? tak dostaneme rovnici
d26r  2GM

pro piilivové zrychleni pusobici na soustavu dvou hmotnych bodu spojenych
pevnym nehmotnym lankem dr.

Studujme nyni tento problém z hlediska OTR. V ramci této teorie se volné
testovaci ¢astice nepohybuji pod vlivem gravitaéni sily ale sleduji geodetiky v
prislusném zaktiveném prostorocase. Co to znamenda? Vektor £, oddélujici od
sebe dvé geodetiky, vyhovuje rovnici geodetické deviace

D2¢r B dz® da?

— pH g=r = 4
D72 RO‘mf dr dr’ (40)

Stejné jako v Newtonové ramci i zde sestavime rovnici geodetické deviace v
systému spojeném s prvni ¢astici na r.
D3¢
D72

B> dr dr’

= R" (41)

Nenulové slozky Riemanova tenzoru ve Schwarzchildové poli vyjadiené vuci
soufadnicové bazi jsou

2
Rtrtr = —Ryrt = —Rpttr = Rptrr = 3 (42)
r—2
Rigte = —Rigor = —Rotre = Roor = — o (43)
r—2)sin? 0
Rigrg = —Rippr = —Roreg = Rorpr = —%, (44)
1
RrGr@ = _RT‘QQT' = _RQT‘TQ = R97"97" = fQ’ (45)
.9
sin® 6
Brgrg = —Rrgor = —Rorrg = Roror = ——, (46)
R9¢9¢ = —R9¢¢9 = —R¢9¢9 = —9rsin?6. (47)

Nez ptrejdeme do volné padajictho systému, tak nejprve uréime ortonormalni
bézi statického pozorovatele, ze které, Lorentzovou transformaci obdrzime or-
tonormalni béazi volné padajictho pozorovatele.



Ortonormalni baze statického pozorovatele vyjddiend vzhledem soufadnicové

bazi je

e, (48)

1 2
e = e =4/1——e,, (49)
Grr r

1 1
e = o ey = ;eg, (50)
e; = \/;W%) = rsi1n9e¢' (51)
Mistni Lorentzova transformace je
¥ —V 0 0
W= 750 1 )
0 0 0 1
Takze baze volné padajictho pozorovatele vuéi statické ortonormélni bazi bude
mit tvar
e; = ve;—+Vey, (53)
e = —Ve; +yes, (54)
€ = ©p (55)
e; = e (56)

Nakonec vyjadiime volné padajici bazi vuci souradnicové bazi

2
e = 1/ Qet V1 = e (57)

/ 2
2€t + /11— ;er» (58)

(59)

(60)

e = —V
e; = fe
7] r 05
1
e; = €y.
¢ rsing ¢
Matice transformace ze soufadnicové baze do volné padajici nakonec vypada
nésledovné
Wiz VyYl-g
[L%] Wi wi-3
0 0
0 0

a prislusnd inverzni matice je

Ji-2r (J1-2w
[LE] = TZQ’yV ’I“KQ’Y
0 0
0 0

o3 o o

0 0

0 0 (61)
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0
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0
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Slozky Rienmannova tenzoru vuéi volné padajici bézi uréime podle transformaéniho
pravidla

Rgpes = LngLngRaM (63)

a vysledkem budou nésledujici nenulové slozky R, 448

(64)

4 Kovariantni derivace

Uvazujme vektorové pole V(z¢). Chceme-li porovnat vektory V¢ (z¢) v bodé P
a Ve(z¢+ 0x°) v bodé @, musime, v zakiiveném prostorocase, nejprve pienést
oba do spole¢ného bodu (spolecného tecného prostoru).

Kovariantni derivace vektoru V¢ je definovana nésledovné

a . 1 a a Sy/a
Vektorové pole V?(x) je ddno uréitym piedpisem. V bodé x® bude V¢(z°) a v
bodé 2’ 4 dz° bude V*(x® + §2°). Pro malé §2° lze tento piedpis aproximovat
Taylorovym rozvojem a dostaneme

Va(xb + 6zb) = V() + 6220, V. (66)

Pii uréovéni derivace srovndvam V*(z) (v bodé P) s V% (x+dz). K tomu oviem
musim ”paralelné” pienést V?(x) do Q a dostanu V4(z + dz). V plochém pro-
storocase je V(z + dx) = V(x) protoze pro tecné prostory v obou bodech
plati Tp = Tg. Ovéem v obecné zakiiveném prostorocase je Ip # Tg. Paralelné
preneseny vektor v zakiiveném prostorocase V +§V® je uréeny vektorem 5V °.
U néj prirozené ocekavame, ze vymizi, pokud bude 6z® nebo V@ rovno nule.
Vektor se paralelné nepiendsi podél nulové slozky posunuti é2° nebo kdyz je
piislusné slozka vektoru nulové. Proto je nejjednodussi vzit linearni kombinaci
obou, tj.

SV = —T¢ Visae. (67)
Dosadime oba posledni vztahy do definice kovariantni derivace a obdrzime vysledek
a 3 1 a a a a c
Vi = lim e [V (@) + 02"V = V() + T Vda')]
= oV*+TIy. Ve (68)

Paralelné prendseny vektor se neméni. Toto tvrzeni je potieba charakteri-
zovat matematicky kvalitativné. Kiivka, podél které prendsime vektor V¢ je
charakterizovdna tecnym vektorem, ktery je, pro kiivku z°()\), definovén vzta-
hem

dx®
t* = . 69
Y (69)
Vektor V* je paralelné prendsen podél t* prave tehdy, kdyz plati !
Vi =o0. (70)

INeméni-li se podil kiivky x* v Eukleidové prostoru funkce ¢(x), pak bude t29,¢(z?) = 0.



Necht V@ a W? jsou paralelné pienasené vektory. Je piirozené pozadovat, aby
byl jejich skaldrni souc¢in béhem paralelniho pfenosu neménny, tj. aby platilo

t*(gi; VW), = 0. (71)
Postupné dostavame
VW gijia + VLW gij + 1V Wi gis = VW gijia = 0. (72)
Posledni vysledek musi platit pro vSsechny paralelné pfenasené vektory, tj.
Gijia = 0. (73)

Mluvime o podmince kompatibility kovariantni derivace s metrikou.
Nyni uvazujme skalar ® = p,V'* a uréeme jeho parcidlni derivaci, dostavame

@75 = pa,bva + pa‘/,g
= PapV* = T4ePaV + pa ,Z + TpepaV©
= V%pap — Tpape) +pa(Vy + 15 VE). (74)

Z definice kovariantni derivace méme identitu (s vyuzitim podminky kompati-
bility, pro¢?)
Pp=Pp = (V)b = PapV" +paVy (75)

ze které s pomoci predposledniho vysledku plyne
Pa;b = Pa,b — ngpo (76)

Nyni uz mame vztahy pro kovariantni derivaci kovariantnich a kontrava-
riantnich vektorti. Tyto vysledky lze zobecnit na kovariantni derivaci tenzoru
libovolného stupné. Napf.

Tab;c = Lab,c — Ffsz‘b - FzCTai~ (77)

Nyni ur¢ime, koeficienty afinni konexe pomoci metrického tenzoru a jeho
parcidlnich derivaci. Zfejmé plati

Gabj T Gjab — Gbjia = 0. (78)
Postupné dostavame

av; — Thigib — Thigia  +
Gjab — Lpgia — Lapgi;  —

Gvja + Thagis + Thagir = 0 (79)
a to se rovna '
Yab,j + Gja,b = Gbj.a — 215,9ia = 0 (80)
odkud plyne vysledek
S 1 sa
jb - 59 (_gjb,a + gab,j + gaj,b)~ (81)



5 Lieova derivace

Uvazujme kongruenci kfivek kterd je uréena vektorovym polem X%(x). Déle
uvazujme tenzor, pro nazornost fadu ((2)), T ktery chceme diferencovat s po-
moci X®. Nejprve tento tenzor, T%(P), pieneseme z bodu P do bodu Q kde
jej porovname s tenzorem, T%°(Q)). Lieova derivace pies vektorové pole X¢ je
definovana jako limitni proces

Tab(x') - T,ab({E,) .

LxT® = Jim (82)

u—0 ou

Obrézek 1: Aktivni pfenos tenzoru 1" z bodu P do bodu @ pies vektorové pole
X.

Hodnota tenzoru 7% (z') v ' je aproximovéana Taylorovym rozvojem ve taru
T(2") = T (2 + ouX®(z)) = T%(z°) + SuX 94T (z). (83)
Transformace, kterd aktivné prenese tenzor 7% z x do ' je
z'¢ =1+ 6uX®(z). (84)
Transformovany (aktivné preneseny) tenzor 7' (2) potom bude

'a o' dox’v
T b(‘r/) = 8.’1}0 axd b(‘r)

= (0% + 6ud.X*) (8% + 6udaX®) T
~ Tz) + ouT?0. X + duT 9y X°. (85)
Po dosazeni (83) a (85) do definice Licovy derivace obdrzime vysledek
ab d ab _ ab s alel) a _ ad b
LT —  lim T (z) 4+ 6ouX*0qT TY(x) — T0.X%u — T*04 X 0u

Su—0 ou
= X%,17% —T1%9. X% — T9,X". (86)

Vlastnosti Lieovy derivace plynouci z definice:



Linearita

Lx(\Y® +puZ%) = ALxY* + uLx Z°, (87)

Leibnitzovo pravidlo

Lx(Y%Zy) =Y*(LxZpe) + (LxY ) Zpe (88)

derivace skaldrniho pole
Lx¢=X"0,0, (89)

derivace kontravariantniho vektorového pole Y*

LxY*=[X,Y]* = X°9,Y* — Y*9,X°, (90)

derivace kovariantniho vektorového pole Y,

LxY, = Xb0,Y, + Y30, X°. (91)

6 Killinovo pole a izometrie

Nyni budeme diskutovat problematiku izometrii v metrickém tenzoru. O metrice
. . . ~. . ! 7
fekneme, ze je ”form-invariant” pfi transformaci ¢ — x ® pokud plati

gclzb(y) =ga(y), Yy, (92)

tj. transformovand metrika g/, () je stejnou funkei argumentu z jako puvodni
metrika gqp(x) kterd je funkei z. Metricky tenzor se transformuje podle pravidla

oz’ o'
Jab(z) = @Wgéd(xl)- (93)

Transformace 2% — 2@ je izometrii pokud pravé tehdy, kdyz plati

ox'c 92’4
Jab(z) = Wﬁgcd(f) (94)

Tato podminka je obecné velmi komplikovana. OvSem pro infinitezimélni, soufadnicovou
transformaci )

x¢=z"4+eXx) (95)
se vypocty vyrazné zjednodusi. Nejprve urceme oz’ /0z®. Dostavame

’

ox *

b
Nyni pouzijme tuto transformaci v rovnici (93) a obdrzime (s vyuzitim Taylorova
rozvoje)

= 60 4 €0, X" (96)

gan(®) = (65 + €u X ) (5] + € X ) glg(a’ + eX?)
= Gab T € (gad(m)(“)bXd + gep(2)0a X + Xif?igab) + 0(62) (97)

odkud dostavame rovnici

X'0igab + 9aaOp X + gan0aX® =0 = Lx gap. (98)
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Tuto podminku muzeme napsat ve tvaru
Lxgap = Vp Xy + Vo Xy =0. (99)
<Rozpocitejme vyraz

VaoXp + VpXqg = 0oXp — T Xe + 06 Xo — ' Xe

0aXp + Xy — 215, X,

0aXp + 0 Xa — X*(—gab,s + Gsa,p + Gbs,a)

= Gbs,a X"+ 9550aX° + Gasp X" + GasOpX°
—X°(—Yab,s + Gsa,b + Gbs.a)

= X°0sgab + GasOX® + gps0.X° = Lx gap (100)

>

Rovnice (99) se nazyva Killingova rovnice a jeji feSenf se nazyvé Killingovo
vektorové pole X . Tento vysledek muzeme shrnout do tvrzeni, Ze infinitezimalni
isometrie je generovéana Killingovym vektorem X(x) spliujici rovnici Lx gap =
0.

A k ¢emu je to vlastné dobré? Killinguv vektor asociovany s danym me-
trickym polem nam odhali integral pohybu s nim spojeny. Je-li £* Killingiuv
vektor a u’ je 4-rychlost Gastice, pak velicina £%u, se zachovavé podél pifslusné
geodetiky. Dokazme toto tvrzeni.
<Pocitejme

uaVa(fbub) = u“(Va&,)ub—i— u‘(lvaub) &

———
=0(geodetika)
= —u(Vp&)ub = —u(Va&)ub = 0. (101)
—_———

Killingova rce

To neznamend nic jiného, nez ze &u® se zachovava podél geodetiky dané teénym
vektorem u’. >

V nésledujicim piikladu ilustrujeme jak ukazat, ze dané vektorové pole je
Killingovo pole. Uvazujme dvé vektorova pole £% = 0¢ a n® = 52 a metrické pole

b
fr)

Ukéazeme, ze obé zminéna pole splnuji Killingovu rovnici a najdeme s nimi aso-
ciované pohybové konstanty. Pro vektor £* bude mit Killingova rovnice tvar

ds? = — f(rdt?® + )dr? 4+ r2d6? + r? sin? Odp®. (102)

Oalp + Opéa — 216 = 0 (103)

a dale upravujme jeji levou stranu. Dostavame

Legay = (9asE®) o+ (965€°) .0 — TapgesE’

Gatb + Gvt,a — 2gesgp€”

Gat,p + Gvt.a — 9et9°° (—Gab,s + Gsa,p + bs,a)

Gat,b + Gvt,a — 05 (—Gab,s + Gsa,p + Gbs,a)

= —gabt = 0( protoze je gab # gav(t)) (104)
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tzn. ze vektorové pole £ skuteéné splituje Killingovu rovnici a je tedy Killigovym
polem. V pifpadé vektorového pole n® odrzime vysledek

Lygap = -+ = —Gab,o = 0 (plati totiz gap # gan(@)). (105)

Nyni necht u® je normovany, teény vektor ke geodetice 7. Jak jsme ukazali tak
pro Killingovo vektorové pole X¢ plati

uVq (Zpu’) = 0. (106)
Pro Killinkva pole £ a n® dostavame

Vo (Eup) = uVo(ug) = 0 (107)

Vo (nPup) = u*Va(ug) =0 (108)

takze podél geodetiky se zachovdvaji velicinami u; a ug coz, jak uz vime z

vvvvv

u =—FEaug=L. (109)

7 Schwarzchildovo reSeni

V roce 1916 nasel Karl Schwarzchild sféricky symetrické vakuové feseni Einstei-
novych rovnic

R;; = 0. (110)

Pro obecny tvar sféricky symetrické metriky ve tvaru
ds? = —B(r)dt? + A(r)dr? + r?d6?* + r* sin® 0d¢? (111)
uré¢ime afinni konexi
in = %g“(—gjk,s + 9sjik + Grs ) (112)
a slozky Ricciho tenzoru

R;j = ka,j - Ffj,k + ka’F?s - Ffjrfk (113)
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a pro I' obdrzime nenulové slozky

B'(r)
t ot _
Ftr - Frt - 23(7”)7 (114)
B(r)
i, = 11
tt 2A(’)"), ( 5)
A'(r)
Im. = 11
rr 214(7‘)7 ( 6)
- r
= —— 11
60 A(’I")’ ( 7)
.2
rsin”
T = — 11
el A(r) ) (118)
1
Iy = To = oy (119)
F25¢ = —cosfsind, (120)
1
¢ _ ¢ _
Iy = To=1 (121)
Ty, = T%y=cotd. (122)
a pro Ricciho tenzor nenulové slozky ve tvary
— # / / _ AN "
Ry = T ATE {B'[rBA"+ A(—4B +rB')] —2rABB"}, (123)
- _ 1 2 77 2 Il "
R, = T AE? [4B*A’ + rAB” + rB(A'B' — 2AB")] , (124)
o 1 / /
Rpg = 5125 [2AB(1— A) —r(BA'— AB")], (125)
R = ﬂ [2AB(1 - A) (BA' — AB')] (126)
“ = 24°B " '
Hleddme vakuové feseni, tj.
Ryt = Ry = Rop = Ryp = 0. (127)

Nejprve uréeme ¢emu se rovnd R,../A 4+ Ry B a obdrzime

Rnw Ry 1 (A B
A+B__rA<A+B ' (128)

Protoze plati (127) tak dostaneme rovnici

A B
== (120)
jejimz feSenim je
1nA+1nB:C:>A=%. (130)

Integraéni konstantu C' uréime z limity pro r — co. Ocekavame, ze v této limité
prechdzi zakiiveny prostorocas v Minkowského, plochy, tj. A(r — c0) = B(r —
o0) = 1, to implikuje C' = 1. Mezi funkcemi A a B plat{ vztah

1

A= 2. (131)
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Dosadime tento vysledek do vztahu pro Ryg a dostaneme rovnici

0=-1+rB'"+B= (rB) =1 (132)
a TfeSenim je zfejmé
C
rB=r+C=B=1+—. (133)
r
Slozka g;+ = —B metrického tenzoru bude ve velkych vzdalenostech, v Newto-
nové limité, ddna funkci
g = —1—2P (134)
takze plati
—-1-20=-1-C/r=C=2%=2GM. (135)

Vyslednd metrika, pak je

—1
ds? = — (1 - 2GM> de? + (1 - 2GM> dr? 4 r2d6? + r?sin® fdp>. (136)
T T

8 Rovnice struktury hvézdy

Tentokrate budeme tesit Einsteinovy rovnice s nenulovou pravou stranou, tj.

1
Rij = 8nG(Ty; — igijT)‘ (137)
Model hvézdy bude naplnén idedlni tekutinou, ktera je popsdna tenzorem energie-
hybnosti ve tvaru
Tij = pgij + (p + p)uiu, (138)

kde jsou p a p tlak a hustota a u® je 4—rychlost elementu tekutiny. Konfiguraci
budeme povazovat za izotropni a statickou, tzn., ze metrika popisujici geometrii
uvniti a vné hvézdy je

ds® = —B(r)dt* + A(r)dr?® + r2d6? + r? sin® 6d¢>. (139)

S vyuzitim vysledku piedchozi kapitoly a kdyz si navic uvédomime, ze pro 1},
plati

T=T,=dp+(p+puu’ =4p—(p+p)=3p—p (140)
tak obdrzime rovnice
60 - 1—;+;4(i+g>=47rG(p—p)r27 (141)
r—r *%‘F%‘F% (ig) =47G(p —p)A, (142)
t—t % — % (g - j) + % =4nG(p + 3p)B. (143)

Tenzor energie-hybnosti spliuje rovnic kontinuity

TY. =0 (144)
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ktera v naSem konkrétnim piipadé da rovnici

9"pi+ [(p+pud’], = 0 (145)
ij 10 i,j j i, s
g”’p,i+ %@ (\/§(p +p)u uJ) +IY. (p+pu'v® = 0. (146)
Je-1i tekutina staticka tak jedind nenulova slozka 4-rychlosti je
1
ut = 147
V=Gt (147)

coz plyne z normovaci podminky pro 4-rychlost —1 = gijuiuj . Casova derivace
g, p a p vymizi, tzn.

o [+ ] =0, (148)
¢ 1,0
i is O0tt
=—59" "7 149
tt 2 ors ( )
takze dostaneme rovnici hydrostatické rovnovahy
97pi+ 17, (p+p) (W) = g"pi+ g = (p+p)— =0 (150)

27 Ozt gt

kterou nakonec piseme ve tvaru

81H(—gtt>1/2

;= — 151
P, (ptp)—7575 (151)
Jestlize je
g = —B(r) (152)
tak rovnice hydrostatické rovnovahy bude
1 1 0B
P.j —_§(P+P)§@a (153)
nebo lépe (B = B(r))
Do 1B,
= —— 154
p+p 2B (154)

Rovnice pro funkci A(r) plyne z nésledujici identity. Snadno se presvédéime, ze

plati
Rrr R90 Rtt o

Po dosazeni za R, Rgg Ry obdrzime rovnici pro A(r) ve tvaru

A 1 1
Protoze plati
ry 1 rA
() -3 = (157)
tak dostdavame pro A rovnici
/
(%) =1 87Gpr. (158)



jejim TeSenim je

[AZT)]; —r—2G /OT drpr2dr. (159)

Z predpokladu, ze A(0) je konecéné tak dostaneme vysledek

2GM(r)] 7"
A(r) = [1 _26M(r) : (’")} . (160)
Zde jsme zavedli oznaceni
M(r) = 471'/ p(r')r'2dr. (161)
0

Zbyvé urcit funkei B(r). Difve nez se k jejimu vypoctu dostaneme, uréime ze
znalosti A(r), rovnic (154) a (141) uréime rovnici hydrostatické rovnovahy ve
hvézdé. Dostavame

(162)

9 Pohyb testovacich ¢astic - ulohy

Piiklad €.1: Alice (A) a Bob (B) si hraji na orbiteé statické, sféricky symetrické
planety P. Bob je na kruhové obézné dréze o poloméru R. Alice je vystielena
radidlné z povrchu planety tak, ze kdyz dosdhne Bobovy orbity, r = R, tak si s
nim synchronizuje hodinky. Alice doleti az do r = Ry a poté volné pada zpatky
k planeté a miji Boba v okamziku, kdy dokon¢i N-ty obéh od okamziku, kdy se
poprvé potkali. Zajima nés jaké vzdélenosti, Ry, Alice dosahla. Reste nejprve
v rdmci Newtonovské mechaniky a poté v rdmci OTR (prostorocas necht je v
takovém piipadé Schwarzchildav).

Reseni: Pohybové rovnice Boba zfejmé bude

dqb_Q

Mezi prvnim a druhym setkdnim s Alici vykond N obéhu kolem planety. Doba
ktera pritom ubéhne je

2N
At — % L (164)
Pohyb Alice urcuje pohybovéa rovnice
d’>r  GM
T e (165)

Kdyz dosdhne r = Ry tak se zatavi a opét volné pada k povrchu planety. Tzn.

dr
. =0. 1
a |R1 0 (166)

Rychlost Alice, v = dr/dt v zavislosti na r ziskdme integraci rovnice (165). Plat{

totiz d oM d
v r
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Obdrzime tak rovnici

v T
/ vdv = —/ GJQWdr (168)
0 Ry T

1 1
2=_9oGM (= - —=—). 1
v G (r R1> (169)

Tento vysledek dosadime do dr/dt = v a dostaneme vyraz pro dobu pohybu
Alice z r = Ry smérem k planeté ve tvaru

At /Rl dr (170)
2 JrofaMi- k)

kde jsme za r = R takze At/2 je doba, po kterou pada k orbité kamardda Boba.
Tato doba je ziejmé poloviéni nez je doba obéhu Boba mezi dvéma setkanimi s
Alici. Obdrzeli jsme tak rovnici

7TN/R1 dr .
@ Jr 1/2GM($—R%)

2

s TeSenim

(171)

Volbou substituce r/R; = cos
ziskame rovnici

x snadno vyfesime integrdl na pravé strané a

3/2

% = (2?;]%]\2)1/2 E sin (2 arccos \/W) — arccos \/ R/R1:| - (172)

Necht se situace takova, ze Ry >> R potom dostdvame pfibliznou rovnici pro
R, ve tvaru

TN 2R3/ R
0= o = = g e’ 1)

Ted fesme tuto tlohu v rdmci OTR. Nyni si musime uvédomit, ze vlastni
casy, které méii Bob a Alice nebudou pii druhém setkéni souhlasit. Zajimé nas
tedy, kromé dosazeného R; taky pomér vlastnich ¢asu Boba a Alice pii druhém
setkéani.

Schwarzchildova metrika je v ekvatoridlni roviné dédna prostoro¢asovym in-

tervalem
2GM 2GM\
ds? — — (1 — ) dt? + (1 - ) dr? + r2de?. (174)
T T

Bobovy nenulové slozky 4-rychlosti jsou Ut a U?. Uhlové, rychlost je definovana
vztahem

U®
Ut
takze azimutalni soufadnice Boba bude ménit se soufadnicovym ¢asem t opét
podle jednoduché formule

Q= (175)

¢ = Qt. (176)
Po N obézich mezi dvéma setkdnimi s Alici bude interval soufadnicového ¢asu
roven 0r N
T
At = ——. 177
& (1)
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Pohybova rovnice pro Alici je tentokrate nasledujici

d
d—T = —sqrtE* — (1 —2GM/r) (178)
-
kde kovariantni{ energie E bude mit hodnotu (na r = Ry je U” = 0)
2GM
E?=1- . 179
= (179)
Pohybova rovnice pak piejde na tvar
dr 1 1
—[2GM [ - — = |. 180
dr (’I’ R1 > ( )

Rovnice (180) je formdlné stejnd s rovnici (169) (po odmocnéni). Zasadn{ rozdil
je parametru ktery parametrizujeme r. V piipadé OTR je to vlastni ¢as 7.
Abychom mohli srovnat dobu kterou padd Alice k Bobové orbité s At musime
prejit od 7 k ¢t. Vztah mezi vlastnim a souradnicovym ¢asem ve Schwarzchildové
poli je

dt

o = (1 —26M/n7 (181)

Rovnice (180) tak pfejde v rovnici

dr 2GM 1 1

—=—(1- 2GM | — — — |. 182

dt < r ) \/ (r R1> (182)
Dostavame se k rovnici

At 7N /R dr

ST e how ()

=R (183)

Vénujme se integralu na pravé strané rovnice

R
r Rir
= dr. 184

/RIT—QGM Ri—r (184)

z = \/E. (185)

Pro diferencial dr dostaneme vyraz

Tento integral feSme substituci

22
dr = ——=d 186
r Rlxg € ( )
a pro r dostaneme funkci
RliL’Q
= . 1
r=q e (187)

Po upravach dostavame I ve tvaru

. \/2R§/ da? (188)

TR -2 @@+ ra2)2
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kde jsme zavedli oznateni b2 = 2/(R; — 2). Takto transformovany integral lze
resit metodou parcidlnich zlomku, tj. integrand prevedeme na tvar

xt A B Cx+D Ex+ F

= . 189
@D 00 2 o-b ers  Are2 Ty 189
Pro parametry A, B, C, D, E a F obdrzime soustavu rovnic
—-A+B+bD+ BF 0, (190)
~A-B+VC+VE = 0, (191)
—2bA+20B—-D — F+V'F = 0, (192)
—2A-2B-C—-FE—-bE = 0, (193)
—-bA—-bB—-F = 1, (194)
A+B+E 0 (195)
Snadno uréime, ze jednotlivé parametry jsou
b3
A = —— 196
T (196)
b3
B = 1
2(1+0?) (197)
c = 0, (198)
1
D = T (199)
E = 0, (200)
1+ 2b
F = 201
(14 62)? (201

Integréal I potom bude
2R} b3 o(R) g o(R) g
I B 1 a / + /
Ry —2 | 2(1+0)? «r) T—b Jym x+b

1+ 2p2 /“Rﬂ o1 /“Rﬂ dz (202)
(1+b2)2 z(R) ].+IE2 1+b2 z(R) (1+$2)2 ’

Tento integral snadno vyjadiime pomoci elementarnich funkei a vysledek bude

N «/2R?{ T 1+ 3b° b

Q R —2) 2214022 " 2(1+0b2)?2 1/7+b
1+ 3b? \/ R VR(R; — R)
— - 2
21+ 522 YN R R T 2RI+ 5 (203)

kde meze integrace jsou z(R;) — oo a x(R) = \/R/(R1 — R). Poznamenejme
jesté zpusob urceni integralu
d
J= / (7;3 (204)

1+ 22)?
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Metodou per-partes uréeme nejprve integral

/ dz B x +2/ x2 d

1+a22 1+ a2 (1+x2)?
T 14+22-1
T+a? © /(1+x2)2 .

T dzx dx
= ——— 42| ——dz -2 | ————=dz. 205
1+x2+ /1-1—1132 . /(1+x2)2 . (205)

odkud zfejmé plyne vysledek

/ dx _ T +1/ dx
(1+22)2  2(1+22) 2/ 1+a2

1
= ﬁ + 3 arctan « + const. (206)
Jestlize se Alici podaii doletét do velké vzdélenosti Ry >> R, tak muzeme
posledni rovnici aproximovat vztahem

TN QR‘? 3/2
— ~ V2 2
q SRz~ VR (207)
a kdyz vyjadiime R; tak budeme mit vysledek ve tvaru
1 7N\*?
R~ —2= . 208
' (x/i Q ) 209

Nyni uz jen zbyva porovnat hodinky Alice a Boba. Piejdéme ke konkrétnim
hodnotém. Nechf je Bob na orbité o poloméru R = 6 a nechf mezi dvéma
kontakty s Alici vykond n = 10 orbit. V takovém piipadé bude Ry, =~ 47.4
(hodnota z numerického feSenf je Ry = 54). V pifpadé Boba je vypocet opét
jednoduchy. Na kruhové orbité totiz plati

do oé 1 r
O _ o1 = — 2
=9 Ry m— (209)

odkud ziejmé plyne doba, kterd uplynula na Bobovych hodinkach mezi dvéma

kontakty s Alici, ve tvaru

2N

78 = RVR — 3/ d¢ = 2rNRVR — 3 ~ 652.968. (210)
0

Alice se pohybuje po radidln{ geodetice na které v bodé r = Ry je dr/dr = 0,
tj. padd z r = R; méme rovnici

dr 1 1
oz =). 211
dr <r Ry ) (211)
Doba, kterd ubéhne na hodindch Alice bude ddna formuli
R d

TA = —2 il
Ry /2(1/r —1/Ry)
1 1
2\/§R11’>/2 (2 arccos 4 / ]% + 1 sin (2 arccos 4/ éi)) ~ 710.54212)

20



tj. pomér mezi obéma hodnotami bude

T4 _ 1.08814. (213)
B

Priklad ¢.2: Uvazujme sondu na kruhové orbité Ry = 6 M ve Schwarzchildové

poli. Jak se musi zménit moment hybnosti L a kovariantni energie sondy aby

dosahla orbity Ry = 12M. Jak se musi dédle zménit E a L aby sonda zustala na

kruhové orbité Rs.

Reseni: Kovariantni energie a moment hybnosti na kruhové orbité Ry jsou
(R —2)? 8

E2:7:* L2
V" Ri(R,-3) 9 !

R, -3

=12. (214)

Nyni chceme pfesunout sondu z Ry na Rs a to tak, ze pericentrum nové trajek-
torie bude na R; a apocentrum na Ra, tj. U"(R;) = U"(Rg) = 0. Energii F; a
moment hybnosti L; této orbity ziskame ze soustavy dvou rovnic

0 = E?-(1-2/R)1+L}/RY), (215)
— B (1-2/R,)(1+ L}/R}) (216)

a obdrzime vysledek

R — 2)(R2 — 2)(R1 + Rg)
E? = ( = 0.909091 217
¢ R3(Ry — 2) + Ri(Ry — 2)Ry — 2R3 (217)

2R2R2
2 = 12 = 13.09009. 218
t R3(Ry —2) + Ri(Ry — 2)Ry — 2R3 (218)

Tzn. ze kovariantn{ energie bude E;/FE; = 1.0113 krat véts{ a moment hybnosti
bude L;/L; = 1.04447 krét vétsi. Po dosazeni r = Ry tak musime opét zménit
energii a moment hybnosti. Na kruhové orbité jsou obé veli¢iny provazany. Kru-
hové orbita na Ry ma nasledujici pohybové konstanty

Ry — 2)?

E2 = 7( = 0.92592 21

: o 0.925926, (219)
R?

2 = 2 _ —16. 22

2 Ry —3 6 (220)

Kovariantn{ energii ted musi byt Es/E; = 1.00922 krat vétsi a moment hybnosti
Lo/Ly = 1.10554 krét véts.
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