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1 Strojova reprezentace Cisel

Ve smyslu numerickych vypoc¢tu rozlisujeme dva ¢iselné typy: celoCiselny a s
plovouci desetinnou ¢arkou. V jazyce C jsou celociselné typy implementovany v
datovych typech unsigned int, int, unsigned char, char. Co se tyce ¢isel s plovouci
desetinnou ¢arkou tak jsou to datové typy float a double. Aritmetika ¢islicové
techniky je postavena dvojkové soustavé. Cisla jsou uklddana do bitovych poli,
ktera jsou organizovana po osmi do jednotky byte (B).

1.1 Formaéat celého ¢isla

Celé ¢islo zapsané do dvojkové (binérni) baze bude mit tvar

n—1
a= Zaka (1)
k=0

kde koeficienty rozvoje a k jsou jednotlivé hodnoty bitového pole, viz. tabulka
ukazujici zapis ¢isla 136 do 8-bitového pole.

ay Qg as Qy as a2 251 ag
1107070 1]0]0]0

Uvazujme napiiklad datovy typ unsigned char, ketry je tvofen polem 8 bit,
tj. n = 8. Mé&jme binarni ¢islo (10001000)s které pFevedeme na ¢islo v desitkové
soustavé a obdrzime

(10001000)5 Ax2"4+0x204+0x2940x 2 +1x 22 +0x224+0x21 40 x2%

(128 + 8)10 = (136)10 (2)

V piipadé znaménkovych typt je nejvyssi bit vyhrazen hodnoté znaménka a to
tak, Ze
sign(a) = (=1) 3)

(v pfipadé datového typu char).



1.2 Format ¢isla s plovouci desetinou ¢arkou

Norma IEEE 754 definuje single-precision binary floating-point format: binary32.
Jeho 32 biti je rozdéleno do t¥i poli:

e Znaménkovy typ s: 1 bit
e Exponent e: 8 bitu
e Mantisa m: 23 biti

Nésledujici tabulka ilustruje upspotradéni jednotlivych poli v datovém typu float:

[slerfes[es[eafeses]eneo] mon [man ] [ mo]

Hodnotu takto zakédovaného desetinného ¢isla ziskdme ze vztahu

23
r=(-1°) x (1 + Zng_k2k> x 267127, (4)
k=1

Jako priklad uved'me ¢islo 5.125 zakoédované podle normy IEEE 754. Bitové pole
je zaplnéno tak jak ukazuje tabulka

[ 0 ] 10000001 | 01001000000000000000000 |

Odkud je ziejmé exponent e = (10000001); = (129)19 a mantisa je m =
(0100100 0000 0000 0000 0000)2 = (2359296)1¢. Po dosazeni do pFedchoziho vztahu
obdrzime hodnotu

ro= Ix(1+1x27241x27%) x 2297127 = (1 4+ 0.25 + 0.03125) x 2°
= 1.28125 x 4 = 5.125. (5)
Cviceni

1. Vytvoite program, ktery mé na vstupu celé ¢islo v desistkové soustavé a
preved'te jej do dvojkové soustavy a zobrazte na obrazovce (hint: pouZijte
datovy typ unsigned int, vysledek ulozte do pole char a[32]).

2. Napiste program, ktery zobrazi bitové pole ¢isla ulozeného v proménnné
o datovém typu float a urCete exponent a mantisu. Vysledky zobrazte na
obrazovce.

2 Typy chyb a jejich Siteni

Diky kone¢né velikosti datovych typu kddujicich ¢isla s plovouci detetinou Car-
kou neni vétsina ¢isel strojové reprezento- vatelna. Napiiklad ¢islo (0.1)19 neni



strojové reprezovatelné, protoze mé nekonecny rozklad do dvojkové baze, jak
ukazuje nésledujici rozklad

0.1, = 0.00011001100110011001100110011001100110011001
10011001100110011001100110011001100110011001100
110011001 - - -5 . (6)

Necht je mnozina strojové reprezovatelnych ¢isel A. Pokud pro ¢islo x plati, Ze
x ¢ A pak hledame takové ¢&islo g € A pro které plati

|z —g| < |z -], Vbe A, (7

tj., hledame nejblizsi strojové reprezentovatelné ¢islo g k Cislu z. Zakladnim
mechanizmem, kterym lze toho dosdhnou je zaokrouhlovani.
Uvazujme ¢islo a < 1 a definujme nésledujici reprezentaci

azO.alagag---aiaHl-u,OgaiSQ/\al#O. (8)
Z ¢isla a vytofime zaokrouhlené ¢islo na ¢ -platnych ¢islic takto

o — 0.arasas - - ay pro a;41 <4 )
O.a1a2a3 s (CLt + ].) Pro a¢4+1 Z 5

Zaokrouhlené ¢islo potom piSeme ve tvaru
rd(z) = sign(z) x a’ x 10°. (10)
Pomoci této definice snadno uréime relativni chybu zaokrouhleni, tj.

rd(z) — x .

= 11
e ) (1)
Nejprve urceme, ¢emu se rovna A = rd(z) — x:
® a;11 <4
A = |O.a1a2 covap X 10° = 0.ajay - - AtGptq -+ X 10b| (12)
= ‘at+1 cQpgo -t X 10b7(t+1) < 5 x 10b7(t+1), (13)
protoze je a;+1 <4 a apy2 €10,1,2,...,9].
® aip1>5
A = |0.a1a2 (g +1) x 10° — 0.a1as - - - Ay - X lOb’ (14)
= ‘bt+1l}t+2 cox 100D < 5 1007 0D (15)
protoze ziejme plati b1 = 10 — a;11 < 5 a soucasné ayy1 > 5.
Pro relativni chybu zaokrouhlovani tak dostaneme odhad
5x 100-+1) 5
< = x107 <5 x 107 16
AR @ =90% (16)



coz je disledkem faktu, ze a > 107!, Zavadime oznaceni EPS = 5 x 107! a
nazyvame tuto veli¢inu strojovd presnost. Chyba, které se pii zaokrouhlovini
dopoustime je tzv. zaokrouhlovaci chyba (trucation error). Tato chyba se ne-
tyka pouze vstupnich dat ale mohou a jsou touto chybou zatizeny i aritmetické
operace , které nad ¢isly s plovouci desetinou ¢arkou provadime. Miize se totiz
stat, Ze pro z,y € A bude z +y ¢ A.

Je tedy dulezité védét, jak se pii danam algoritmu (ktery je tvofen aritme-
tickymi operacemi) zaokrouhlovaci chyba $i¥i.

Necht ¢ je funkce reprezentujici algoritmus, tj.

o1(T1,...,Tp
¢:D%R”,¢($)<. ( ) )

17
O (X1, ) (an)

dale necht je Z aproximace Cisla x a oznacme Ax; = &; —x; a Az = T —
absolutni chybu a ez, = Ax;/x; relativni chybu aproximace. Dosadime-li na
vstupu Z za z tak dostaneme vysledek § = ¢(Z), ktery se lisi od y = ¢(x).
Absolutni chyba vysledku bude (Taylortv rozvoj do prviho fadu v Ax;)

Ay =3 — yi = ¢i(F) — ¢i(z) = E Az; aj- (18)
J

j=1

Veli¢ina 0¢;/0x; reprezentuje "citlivost algoritmu"na zménu Az. Analogicky,
pro relativni chybu vysledku dostaneme vztah

- 9¢i(x
Z ¢ ] ax] egcj, (19)

Dokazme posledni vztah.

o Relativni chybu definujeme vztahem

Ay;
Eyt = ? (20)
Dosazenim za Ay; obdrzime vztah
(bz( AmJ 0¢i(x 2 Az 0¢i(x) x; - zj O0¢;(x
€, = —m—m———-— = _——=
i Z (x) al’] ; ¢i(z) Oz; =, ; ¢i(z) Oz,
(21)
C.B.D.

Tlustrujme §ifeni zaokrouhlovaci chyby na p¥ikladu y = ¢(a,b,c) = a + b+ c.
Pro relativni chybu vysledku obdrzime vysledek

3

j a b c
E ;= a c- 22
= o(x) 8x] 61 atbte +a+b—|—c€b+a—|—b+ce (22)

Z vysledku vyc¢teme, tento problém je dobie definovan pokud je soucet a + b+ ¢
mnohem vétsi nez jednotlivé hodnoty a, b, c.
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Podivejme se na dal3i piiklad. Necht je tentokrate y = —p + /p? + q. Pro
relativni chybu vypoc¢tu tohoto vzorce dostaneme vyraz

p P+ Vp*tg
€ = ——= ep + . €q- (23)
VP©taq 2y/p*+q
Pro ¢ > 0 jsou oba faktory < 1. Tento algoritmus je §patné definovan pro g =

—p?. Nakonec urc¢eme relativni chyby aritmetickych operaci &, * a /. Obdrzime
nasledujici vysledky

¢(1‘,Z/ = TxY — ewy:€w+€yv (24)
d)(ma y) = .’L‘/y — €gy = €g — €y, (25)
dz,y) = XYy — €y = ° (26)

—e€, = .
xiyez xiyey

Vydime, Ze nasobeni a déleni nejsou nebezpecné operace. Pozor si musime dévat
pfi odecitani, kdy dochazi k amplifikaci chyby pro z ~ y.

3 Hledani kofene nelinearni 1D-rovnice f(z) =0

Pokud je funkce f(z) spojita a hladka, tak podminkou pro existenci kofene r
na intervalu [z, zo] je

o f(z1)f(x2) <0,
e Vz € [x1,22] bude bud f/(z) < 0 nebo f'(z) > 0.

Pokud hledame v8echny kofeny rovnice f(x) = 0 tak musime provést na inter-
valu [a, b] tzv. “bracketing”, tj. musime najit subintervaly na kterych funkce f(x)
splnuje vySe uvedené podminky.

Bracketing

Nejednodusi zptisob jak zajistit aby na pod-intervalech byla funkce f(z) mo-
noténni, je rozdélit defini¢ni obor na co nejmensi ¢asti. Nasleduje pseudokod
ilustrujici myslenku bracketingu.

(xbracketingx*)
h=(b—a)/N
indx=0
for i=0 to N step 1
x1=a+i*h;
x2=x1+h;
if f(x1)*f(x2)<0 then
xI[indx]=x1
xu[indx]=x2
indx=indx-+1
end
end

Po ukoncéeni tohoto algoritmu budou sub-intervaly na kterych existuje kofen
rovnice f(z) =0, J; = [«l[i], zu[d]]. Jejich pocet bude uloZen v proménné indz.
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Metoda bisekce

Pulenim intervalu |21, z2] postupné udolame kofen. Jestlize po n - tém kroku je
sitka subintervalu €, pak v nésledujicim bude zfejmé polovi¢ni, tj.
€n

€En+l = E (27)

Pocatecni interval ma §itku €p. Pocet krokii n potiebnych k dosazeni sitky su-
bintervalu ¢, potom je

n = log, . (28)

n
Dokazme toto tvrzeni. Pro tfi po sobé& nésledujici kroky bisekce postupné do-
stavame

® ¢ =¢/2

e s =¢1/2=¢p/d
® c3=¢€/2=¢p/8
°o ...

Z této posloupnosti je vidét, ze pro obecné n plati

6—0:2":>n:10g2:—0. (29)

En n
Kdyz budeme chtit najit kofen s piesnosti odpovidajici e, = 1072 v okoli
x = 1 bude potieba n =~ 40 kroku. Nasledujici pseudokdd ilustruje implementaci
metody bisekce pii hledani kofene 1D rovnice f(z) = 0.

(x Bisekcex)
x1l=a
x2=b
m=(x1+x2)/2
while abs(x1—x2)>eps and abs(f(m))>eps do
if f(m)*f(x2)<0 then
x1=m
else
X2=m
end
m:(x1+x2)/2
end

Na konci algoritmu bisekce bude pfiblizny kofen rovnice (urceny s presnosti eps)
uloZen v proménné m.

Metoda secen

Tato metoda je zaloZena na linearni aproximaci fuknce f(x) na daném intervalu.
Ozna¢me interval monoténosti I = [a,b] . Piimka aproximujici f(z) na daném
intervalu bude predepsana formuli

y(r) = fZ — Za

kde je f, = f(a) a fp = f(b). Odhad kofene rovnice f(z) = 0 potom plyne jako
feSeni rce y(z) = 0, coz ndm da vysledek

(z —a)+ fa (30)

b—a

To=b— f, .
f b_fa

(31)
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Pokud je f(z.) < e tak jsme nasli kofen rovnice f(z) = 0. Pokud zminéna
podminka neplati, pak je interval [a,b] rozdélen na dva podintervaly [a,x.] a
[z, D] a skutetny kofen lezi v jednom z nich. Pokud le7i v [a, z.] tak polozime
b = x. v opa¢ném piipadé polozime a = z. . Cely postup opakujeme dokud neni
dosazeno pozadované presnosti . Metodu sec¢en shrnuje nasledujici pseudokod:

ai=a
bi=b
fe=f((at+b)/2)

while abs(ai—bi)>eps do
fa=f(ai)
fh=f ( bi)
xc=b—fax(b—a)/(fb—fa)
fe=f(xc)

if abs(fc)<eps then break
if fc*fb<0 then ai=xc
else bi=xc

end

Kofen hleday na intervalu [a,b] bude po skonc¢eni tohoto algoritmu uloZen v
proménné x. s piesosti eps.

Brentova metoda

Brentova metoda kombinuje metodu bisekce s inverzni kvadratickou aproximaci
funkce f(z), resp. s metodou secen. Opét fesime problém f(z) = 0. Regenim
ziejmé bude x = f~!(y = 0). Iverzni funkci f~!(y) aproximujeme Legendrovym
polynomem a dostaneme

) ~ W-y)ly—v2) o W-w)ly—v) . W-w)ly—y)

(Yo — 1) (Yo — y2) (r1 — x0) (21 — 22) (Y2 — yo)(y1 — yo)( )
32
Odhad kofene x. potom bude

(y1)(y2) (y0)(y2) (o) (1)

.= f10) ~ To+ T+ Ta.
( (Yo — y1)(Yo — y2) (r1 — x0) (21 — 72) (Y2 — yo) (11 —(yo))
33
V pripadé, ze je y3 == yo nebo yo == y; pak nelze pouzit odhad kofene

Lagrangovym polynomem druhého fadu a pouzijeme vyraz odpovidajici odhadu
kofene metodou secen.

Pro ur€eni kvadratického polyomu jsou potieba tfi body z¢p < 1 < zs.
Necht bod 1 je pfesné v poloviné intervalu [zg, 23]. Body x; a x. déli interval
na t¥i ¢asti. Nejprve otestujeme jestli kofen rovnice nelezi mezi body (z1, z.).
Pokud ano tak nastavime nové krajni body intervalu na [z, z1]. Pokud ne tak
otestujeme na piitomnost kofene interval [z.,zs] a v pFipadé kladné odpovédi
nastavime novy interval tak, ze ¢ = x.. Pokud ani tento interval neobsahuje ko-
fen rovnice tak zbyva posladni moZnost a to interval [z, 2.]. Nakonec, kofenem
se stava bod min(f(x.), f(x2)) "t . Nasledujici pseudokéd ilustruje implementaci
této metody hledani kotene problému f(z) = 0:

x0—a

x1=(at+b)/2

x2=b

c=a

while abs(x0—x2)>eps and (f(c)!=0 and f(x2)!=0) do

if fo!=f1 and f2!=f1 then

c=f1xf2+x0/((f0—f1)*(f0—f2))
c=c+fOxf2xx1/((f1—f0O)*(f1—f2))




c=c+fOxfl*x2/((f2—f0)*(f2—-11))
else
c=x2—f1*(x2—x0)/(f2—-f0)
end
fe=f(c)
if x1<c then swap(xl,c)
if fc+fl <0 then

x0=c
x2=x1
else if f1xf2<0 then
x0=x1
else
x2=c
end
end

xl:(x0+x2)/2
f0=f(x0)
fl1=f(x1)
f2=f(x2)

end while

if f(x2)<f(c) return x2

return c

Nésledujici obrazek ukazuje typické déleni intervalu [zg,z2] béhem Brentovy
metody.

x0 c x1 X2

4 Polynomialni rovnice
Polynomem n -tého fadu je funkce dana pfedpisem
Py(x)=ap+ a1z + ax® + - + ap_12" " + apa™. (34)

Pokud je n > 4 tak nezndme explicitni vyjadieni pro kofeny polynomialnich
rovnic P, (z) = 0. Pouzijeme t¢innou numerickou metodu zaloZzenou na Laugerre

algoritmu. Nechf jsou z1, 2o, ..., 2, kofeny rovnice P,(xz) = 0. Pak lze P,(x)
pomoci téchto kofenii zapsat vztahem
P, (z) =(x—x1)(x —x2) -+ (T — p). (35)

Nyni na posledni rovnici aplikujeme pfirozeny logaritmus a obdrzime
In(P,(z)) =Injz —z1| +injx — 22|+ - +In|z — |- (36)

Nakonec, pro posledni rovici uréime prvni a druhou derivaci

dinP,(z) 1 1 L P(x) _
dx T r—n x—ac2+ +x—xn Pn(x)_G (37)
a
CPP(z) 1 1 1 (Pi@)\* Pl
@2 @em) @-a) @ (an) Pu(z)’
(38)




Hledany kofen x; necht je vzdalen od aktualniho odhadu o délku a a ostatni
koteny o délku b, tj.

r1—r=aazx;,—x=>b0Vi=23...,n (39)
Po dosazeni do (37) a (38) obdrZime rovnice

n—1

L
a b
1

e (40)
n—1

a2 b2 = H. (41)

Po nékolika algebraickych tpravach poslednich dvou rovnic najdeme pro délku

a vyraz
n

“TetJn_DmH -G

Kofen x; ted snadno najdeme iterativné. Pro odhad kotfene x ur¢ime, ze vztahu
(42), parametr a a ziskdme novy odhad z := x + a (operator := zde reprezetuje
operaci piifazeni!). Takto pokracujeme dokud neni |a| < € nebo | f(z)| < e. Pro
urceni zbyvajicich kofent nejprve zredukujeme piivodni polynom

Po(z) = (2 = 21)@n-1(2) = Qn1(2) = Pu(2)/(z — 21) (43)

(42)

a aplikujeme celou pfedchozi iteraci na polynom stupné n — 1, Q,—1(x), atd.
dokud neuré¢ime vSechny kofeny.

Redukce polynomu n -tého stupné na polynom stupné n — 1 si zaslouzi
detailni diskuzi. Necht je z komplexni, pak jsou-li koeficienty a; polynomu P, (z)
redln4 ¢isla pak komplexnim sdruzenim tohoto polynomu dostaneme [Pn(z)]* =
Pn(zx). Dokazme toto tvrzeni.

¢ Pocitejme
[Pa(2)]" = (an2")" + (an—12"71)" + -+ (@12)" +ag

= an(2") Fan (") a2zt +ag
= an(Z)" Fan ()" H a2t dag = Pa(2Y). (44)

Zde jsme vyuzili nasledujici identity. Necht v = a + ib a w = ¢ + id jsou
komplexni, pak plati:

(v+w)* = (a+ib+c+id)* =(a+c+i(b+d)* =a+c—i(b+d)
v+ w* (45)
.
(W) = (lw]e™?)* = fw|"(e™?)* = Jw["e™ ™" = (w*)" (46)
C.B.D.
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Nyni, pokud je z kofenem rovnice P,(z) = 0 pak je kofenem i pf¥islusné kom-
plexné sdruzené ¢islo zx ,tj. plati P,(z+) = 0. To znamen4, %e v algoritmu pro
redukei polynomu vystacime s redlnymi poli af] a v[] nebot zfejmé plati

Po(2) = (2 — 21)(2 — 2])Qn_2(2) = (2* + 2az + a® + b*)Qp_2(2), (47)

kde a a b urcuji kofen z; = a+1b a zjevné jsou a a b redlna ¢isla. Polynom n — 2
stupné, Q,,—2(z), ma realné koeficienty. Déle si, na zakladé této diskuze, musime
uvédomit, 7e kofeny rovnice P,(z) = 0 jsou bud realna ¢isla, nebo komplexni.
A pokud je nalezeny kotfen komplexni tak feSenim této rovnice je ur¢ité i kofen
komplexné sdruzeny.

Nasledujici algoritmy ilustruji realizace Laguerrovy iterace, déleni polynomu
a vycisleni polynomu a jeho prvnich dvou derivaci.

(x Laguerrova iteracex)
laguerre(c,n,x,eps)
imax =100
z=—0+1 %0
while (i<=imax )
poly(z,c,n,p)
if abs(p[0]) <eps break
F=(n—1)
F—Fx((n—1)p[1]*p[1] —nxp 0] xp[2])
Gl=p[1]+sqrt (F)
G2=p[1l]—sqrt (F)
if (abs(Gl)>abs(G2)) then G=G1
else G=G2
z=z—nx*p|[0]/G
end while
end

Redukci polynomu n- tého stupné na n — 1 stupen provede algoritmus:

(x Deleni polynomusx)
poldiv (a,n,zl,v)
p=a[n]
for i=n—-1 to 0 step —1
v[il=p
p=p+*zldali]
end for
end

Dale je potieba vycislit polynom P, v z a jeho prvni a druhou derivaci. To
zajisti algoritmus:

(x Vycisleni P, P’ a P’’x)
poly(z,a,n,p)
//polynom
p[0]=a[n]
for i=n—-1 to 0 step —1
p[0]=p[0]+2
plo]=plo]+ali]
end for
//prvni derivace polynomu
pi]=n+a[n]
for i=n—1 to 1 step -1
p[1]=p[1]*2
plLl=p[l]+isali]
end for
//druha derivace polynomu
pl2]=nx*(n—1)xa[n]
for i=n—1 to 2 step -1
p[2]=p[2]+a
pl2]=pl2]+i*(i—-1)*ali]
end for
end

10




5 Lagrangova interpolace

Mgjme N boda (z1,y1), (2,¥y2), - (Tn,yn), kde je y; = f(z;) pro ¢ =
1,2,..., N. Témito body vede jedine¢ny polynom N — 1 stupné ur¢eny Lagran-

geovou formuli
N N—1

Xr— T
Pn_1() Z Yi H ﬁ (48)
i=1  g=lj#i ' 7

Napiiklad pro polynom 2. stupné dostaneme vyraz

(x — z2)(xz — x3) X (x — 1) (z — x3) - (x —z1)(x — x2)
(31‘1 — arg)(xl — .133) (332 — 1‘1)(1‘2 — 333) (Z‘3 — l‘l)(l‘g — 1‘2)( 3)
49
Pro uréeni chyby, které se dopouStime pii Lagrangové interpolaci definujeme
funkci F(z)

PQ(LE) =

F(2) = 1(2) - y(2) — [f() — y(a) 22C

(50)

kde je

n

pu(z) = [J(@ — 2:) (51)
i=1
Funkce F(z) ma n + 1 uzlovych bodiu. Kdyz n-krat zderivujeme funkci F'(z)
podle z dostaneme vyraz

FO(z) = [ (2) =y (2) - ’Wm- (52)

Tato fukce mé na intervalu, které urc¢uji nulové body =1, x2,... a bod = aspon
jeden nulovy bod (n-krat jsme derivovali funkci, kterd jich méa n + 1). Oznaéme
tento nulovy bod z = ¢ a dosadime jej do vztahu pro F(™(z) a obdrzime rovnici

f(z) —y(z)

0=F©) =)~y ©) ~ =

n! (53)

Vsimnéme si, ze f(”)(z) = 0, protoze f je polynom n — 1 stupné. Oznacime-
li chybu interpolace E(z) = f(z) — y(x) tak z pFedchozi rovnice dostaneme
vysledek

B(x) = 228 o ). (54)

n!
K vy¢isleni Lagrangova polynomu se vyuziva Nevillav algoritmus. Posme jej
pomoci piikladu pro N = 4. Strom Nevillova pak vypadé nasledovné:

T Y1 =P
Prp
T2t Yo =P Pro3
Py Piazy
x3: ys=DI3 P34
P3y
Ty ys =Py

11
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kde jsou Pi,..., Py polynomy 0-tého stupné odpovidajici funkénim hodno-
tam f(x;). P12 je polynom 1. fadu prochéazejici body (z1,v1), (z2,y2) a analo-
gicky ostatni P;;. Pio3 je polynom druhého stupné prochazejici body (x1,y1),
(z2,y2) a (x3,y3). Nakonec Pja34 je pozadovany vystup, polynom tietiho stupné
prochéazejici vemi ¢tyfmi body. Vztah mezi rodicovskymi a dcefinymi polynomy
vyjadiuje vyraz

1
Pi(i+1)~»-(i+m) = W ((ﬂf - xi+m)Pi(i+1)---(i+m71) + (% — $)P(i+1)(i+2)---(i+m)) .
(55)
Nasledujici pseudokdd implementuje Nevillav algoritmus:
lagrange(xx, x[], y[], n)
for m =1 to n
Alm J=y[m ]
end for
for m =1 to n—-1
for j=1 to n-m
q s Bljl=((xx—=x[j4m [} *A[j]—(xx—=x[j ) *A[J+1])/(x[j]-®[j+m ])
for j=1 to n-m
Alj1=B[]]
end for

end for
return B[1]
end

6 Spline interpolace

Mame N + 1 bodu (zo,¥0),---,(xN,yn), kde je y; = f(z;). Na intervalech
[;, 2;11] budeme aproximovat funkci f(x) linearni funkci

gi(x) = a;x + b;. (56)

Mluvime pak o linedrnim spline. Podminkou pro konstrukci linedrniho spline je
aby byl spojity, tj. aby platilo

9i(Tiv1) = giv1(Tiv1) (57)

kde g;(z) je linearni funkce na intervalu [z;,z;41]. Linearni spline méa potom
tvar

(Yit1 — yi)
(Tig1 — @)

Snadno ovéfime, ze plati vySe zavedend podminka spojitosti. Plati totiz

gi(x) = (x —x;) +y;, Vi=0,...,N — 1. (58)

9i(Tiv1) = Yir1 — Yi + Yi = Yit1 = Git1(Tig1)- (59)

Linearni spline g(z) zapisujeme ve tvaru

go(x) pro x € [zg, x1]
g1(x) pro x € [z, x2]

gn-1(z) prox € [zn_1,7N]

Chceme-li aby se linearni spline g(z) co nejvice pfiblizil funkci f(z), pak
musime mit k dispozici co nejvice bodu (z;,y;). Lepsi aproximace dosahneme
volbou kubické funkce na intervalech [z;, ;1]
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V piipadé kubického spline nahradime linearni funkce (56) kubickou funkci
Si(x) = a;x® + b + cix + d;. (61)

Kazda funkce S;je urena Ctyfmi parametry (a;, b;, ¢;,d;). To je celkem 4N ne-
zndmych parametrd. Nésledujici podminky, jejichz splnéni u kubického spline
uplatiujeme nam d& potiebnych 4N rovnic.

1. Pozadujeme, aby na§ spline interpoloval vech N + 1 bodi, dostdvame tak
podminky

Si(z;)=yipro0<i< N-—-1aSy_1(zn) =yn. (62)
Tim jsme ziskali n + 1 podminek.

2. Pozadujeme spojitost slpline, jeho prvi a druhé derivace. To ndm dava
nésledujici podminky

Si—1(x;) = Si(x;) prol <i< N —1dava N — 1 podminek
_(xi) = Si(z;)prol <i< N —1dava N — 1 podminek
" (x;) = S!(z;)prol <i< N —1dava N — 1 podminek

Mame celkem (N 4+ 1) + 3(N — 1) = 4N — 2 podminek. Chybi nam jesté dveé. V
pripadeé tzv. pfirozeného spline se pozaduje aby byly navic splnény podminky

S"(x0) = 8" (zx) =0 (63)

tj. v krajnich bodech interpolované funkce poZadujeme nulovost druhych deri-
vaci kubického spline.

Uplatnénim vySe uvedenych podminek urcéime kubicky spline néasledovné.
Necht pro vSechna 0 < i < N plati

zi = S (x;) (64)

a dale necht je
hi =Ti4+1 — T4 (65)

Protoze je S;(z) kubickym polynomem an intervalu [x;, z;+1], tak S/ (z) je na
tomto intervalu linearni, tj.

S (x) = 2z +my (x — x;) (66)
kde je
Zit1 — 2
m . (67)

Rovnici (66) snadno prevedeme na tvar

Zi Zi
S{@) = 5 (@ - ) + 2 (w1 — ). (68)

Ze znalosti z;jsme schopni urcit druhou derivaci kubického spline. Nas ale zajimé
funkce S;(z) takze budeme funkci (68) dvakrat integrovat a dostaneme

Si(w) = T (22" + - (@1 —2)° + Ci (2 = 2) + Dy (wisr ) (69)
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kde jsou C;a D; integratni konstanty, které uré¢ime z podminek
Si(zi) = yi a Si(Tit1) = Yir1- (70)

Takto obdrzime pro C;a D; vztahy

Yit1  hi

C; = ;Lz - gzzi-i-h
i hg

D, = =-——z.
h, 6

Ke kone¢nému vypoctu funkce (69) musime uréit samotné z;. K jejich urceni
pouzijeme posledni podminku spojisti prvnich derivaci kubického spline, tj.

i1 (i) = (). (71)

Derivaci rovnice (69) dostaneme nasledujici dvé rovnice

hi_ hi_
Si_qi(xi) = o Lz 5 Lt b,
h; h;
Si(x;) = g At T g + by,

kde je b; = (yi+1 — yi)/hi. Dosazenim poslednich dvou rovnic do (71) dostavame
rovnici pro1 <i< N —1

hi_1zi_1+2 (hi—l + hz) zi + hizis1 =6 (bz - bi—l) . (72)

Nezapomeinime, 7ze pro pfirozeny spline plati zp = z, = 0. Dostali jsme tak
tridiagonalni linedrni systém

uy  hi 21 P1

h1 wus he Z2 D2

ha wus  hs 23 D3
. = (73)

hn—3 un—2 hny_2 ZN—2 DPN-2
i hny—2 un-1 | | 2nv-1 | | PN-1 |
U; = Q(hi + hz’—l) (74)
a

Tridiagonalni systém

K vyfeseni tridiagonalniho linedrniho systému pouzijeme nésledujici algoritmus.
Hledame feSeni systému, ktery ma tvar

bo Co 0 ‘e Uug To
a1 b1 C1 N U1 T1
= (76)
an—2 by_2 cn_2 UN_2 TN_2
0 an-1 bn—a UN_1 N1

14
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Regeni spociva v postupné eliminaci prvniho nenulového prvku v fadcich 1 az
N — 1. Timto ur¢ime hodnotu N-té slozky vektoru u, tj. uy_1. Postupnou
zpétnou substituci od fadku ¢.N — 2 po fadek 0 ziskdme zbylé slozky vektoru
. V maticové notaci bude soustava vypadat nasledovné

M-u=r. (77)

Budeme ekvavalentnimi operaceni upravovat matici

(M]r) (78)
nebo ve slozkovém zépise
Moo Moy Moz ... Mon_1 Mon =19
Mo My M, Min_1 Min =11
_ | (79)
My_10 My_11 My—12 ... My_in—1 | My_in=7N-1

Protoze méame tridiagonalni systém, tak staci eliminovat na i-tém fadku prvek
M;;—1. Provedeme to tak, Ze i-ty fadek vynasobime zlomkem —M;_1;_1/M;;_1
a pricteme fadek ¢ — 1, tzn. pro j-ty sloupec i-tého fadku provedeme nasledujici
vypocet

~ M; 1,

M = — =22 My + M. (80)

M
Tento vztah je aplikovdn na fadky matice M;; pro ¢ = 1,..., N — 1. Novou
matici soustavy M budeme opét znacit M.
Resent soustavy (79) najdeme zpétnou substituci, tj. pro i = N — 1 bude

un—1 = My_in/My_in-1. (81)

Zbyvajici slozky vektoru u vychazeji ze vztahu

Tento postup je detailné ukazach na nésledujicim pseudokddu:

(xtransformace tridiag systemusx)
for i=1 to N—-1 step 1
MMEM[i —1][i—1]/M[i][i—-1];
for j=0 to N step 1
ML J[jl=MeM[ i [ J14M[T —1][5 ]
end
end
(*+ wvypocet korenu u_i %)
u[N=1]=M[N—1][N]/M[N—1][N—1]
for i=N—-2 to 0 step -1
uli]=M[i][N]
for j=i—1 to N—-1 step 1
uli]=uli]—ulj]+M[i][]]
end
end

Spline je definovan na intervalech [x;, 2;11] a je tedy potieba, k ureni jeho
hodnoty v bodé z, znat do kterého intervalu x nalezi. Pokud jsou jsou body x;
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ekvidistantni se Sitkou intervalu h, pak index i, ktery identifikuje levy, krajni
bod intervalu do kterého x nalezi, uré¢ime takto

x:xo+i*h:>i=Chop(x_hxo>. (83)

Funkce Chop odtrhava od realného ¢isla jeho desetinnou ¢ast, takze ndm ztistane
celé ¢islo.

Shrnuti

Interval [zg, 2] rozdé&lime na N + 1 ¢asti. Na kazdé z nich uréime funkci
Si(z) = a;x® + bx? + ex+d; (84)

a pozadujeme aby tyto funkce na jednotlivych intervalech spliiovali podminky

Si(zig1) = Siy1(@ig1) (85)

Si(wiv1) = Siq (i) (86)

Postupnymi algebraickymi dpravami dostaneme

Si(w) = (@ — ) + o (wigs — 1) + Cile — 20) + Dilwrign — ) (87)
6h; 6h;
kde je
Yi hi
c;, = h:l g At (88)
vi Dy
Di <2
n 6 z (89)
R
b, = B (90)
yi = Si(zs), (91)

K urceni splinu je tedy nutné urcit pouze z;. Hodnoty z; jsou feSenim tridiago-
nalniho systému (73).

7 Numericka integrace

Neprve se seznamime s integraci s fixnim krokem kdy budeme aproximovat
urcity integral

b
I:/ f(x)dx (94)

pomoci kvadratury, tj. sumou

N
I=hY of; (95)
i—0
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kde je N déleni intervalu [a,b], h = (b —a)/N, f; = f(x;) az; = a+1i-h pro
1=0,---,N. Koeficienty a; jsou vahy souctu.

Aproximace pomoci kvadratur je zalozena na myslence, 7e na funkci f(z) na
intervalu [a, b] nahradime Legengrovym interpola¢nim polynomem, ktery jsme
studovali vyse. Napi§me jej ve tvaru

N
Py(x) =) fiLi(z) (96)
i=0
kde ziejmeé je
N r — T
L) = ]I s (97)
k=0.ki t Tk
Integral I pak aproximujeme takto
b b N b
/ f(z)dz ~ / Py(z)dz =Y fi/ Li(z)da. (98)
a a =0 a
Kdyz dale zavedeme substituci
r=a+t-h (99)
bude mit funkce L;(x) tvar
N N
a+th—a—kh t—k
Liz)=¢:t) = [ ——= ]] (100)
Wi irdl¥ a+th—a—kh Wil irilP 7 —

a diferencial do = hdt. Vysledny vzorec pro aproximaci integralu I kvadraturou

bude mit tvar
N N N
I~hY_ fi/ ¢i(t)dt = b fi. (101)
i=0 70 i=0
Koeficienty «; jsou potom urteny vztahem
N
o = / @i (t)dt. (102)
0
Pro nézornost odvodime lichobéznikové a Simpsnovo pravidlo.

Lichobéznikové pravidlo

K aproximaci pouZijeme pouze dva krajni body intervalu [a,b], tzn. N = 1.
Urcéime koeficienty alphag a oy :

ao:/ol t__lldt:—<t22—t)Z:—(l/Q—l):l/Q, (103)

Yoo /2\!
— [ =2 (L) =1/2 104
“ A 1—0“<2)0 / (104

Vysledkem bude integraéni pravidlo

122Gt ). (105)
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Simpsonovo pravidlo

V tomto p¥ipadé aproximace se pouZziji t¥i body intervalu [a,b], oba krajni a
jeden prostiedni, tzn. N = 2. Opét uréime koeficienty «; , tentokrate proi = 0,1
a 2. Dostaneme

2

2 2 3 2
t-—1({t-2) 1/ 9 1/t t
ay = ~——~dt=— | t*-3t+2)dt==|—=—-3—-+2t] (6
A (0—1)( 33 0
2 2 3 2
(t—0)(t—2) / 9 t 9 4
ap = /7dt:— t=2t)dt=— = —t = - (107)
o (1=0)(1-2) 0 3 0 3
2
t —
w = [0
o (2-0)(
Vysledné integracni pravidlo pak piSeme ve tvaru
h
I~ g(fo+4f1+f2)~ (109)
Vytvoime pseudokdd pro implementaci Simpsonova pravidla. M&me realnou
funkei f(z), na intervalu [a, b], ktery rozdélime na M podintervali, p¥icemz M

je sudé &islo. Pro ilustraci se podivejte na déleni intervalu [a, b] pro M = 8 na
obrazku.

° ° ° ° ° ° ° ° °
XIO x1 x2 x3 x4 x5 x6 X/ x8
| | \ |
S1 S2 S3 S$4

Hodnoty S; predstavuji dil¢éi aproximace integralu nad piisluinym podinter-
valem. V néasledujicim pseuddkdu je ukdzana impementace Simpsonova pravidla.

simpson (f,a,b,M)

h=(b—a)/M

S=0

for i=0 to M/2
x0=a-+2*ix*h

xl=a+(2xi+1)xh
x2=a+(2xi+2)*h
fo=f(x0)
f1=f(x1)
f2=f(x2)
S =S + hx(fO+4xf14£2)/3
end for
return S
end

Gauss-Legendrova kvadratura

V predchozich podkapitoldch byl urcity integral funkce aproximovin souctem
funkénich hodnot na mnoziné ekvidistantnich bodu x;, vynasobené vhodné zvo-
lenym vahovym parametrem.

Gaussova kvadratura, nAm umoziije vybrat jak vdhové parametry tak sou-
fadnice (abscissa). Vhodnou volbou vah a soufadnic lze zajistit, to aby pro inte-
grandy typu polynom x W (x) (W (z) je znamé fukce) byl urc¢ity integral exaktni.
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Funkci W(z) mtzeme zvolit tak, abychom odstraili integrovatelné singularity z
pozadovaného ntegralu.

Pro danou funkci W(z) a dané N najdeme mnozinu vah w; a soufadnic z;
tak, Ze aproximace

b N
JRUCHEIEED Sieres (110)

je exaktni pokud je f(x) polynom.
Urcéeni vah a soufadnic je postaveno na existenci ortogondlnich polynomii.
Polynomy f(z) a g(z) jsou ortogonalni, pokud je jejich skalarni souc¢in

b
<flg>= [ W f@)gla)ds (1)

roven nule. Funkce f(z) je normalizovana pokud plati
< flf >=1. (112)

Mnozina polynomi spliujicich obé podminky je ortonormalni mozina polynomdt.
Lze najit mnoZziny polynomi které spliuji:

e zahrnuji piesné jeden polynom j-tého fadu Pj(z)Vj=0,1,2,....
e vSechny jsou vzajemné ortogonalni pies danou vahovou funkci W(z).

Procedura pro nalezeni takovéto mnoziny polynomi je ur¢ena rekurentnim vzta-
hem

Pi(z) = o0, (113)
Py(z) = 1, (114)
Pip(z) = (z—a;)zPi(z) —bjPj_1(x) (115)
kde je
< xP;|P; > )
a; = <PJ||PJ> proj=0,1,... (116)
J1=7

P;|P;

b; <BIE> oi—1o. (117)

< Pj,1|Pj71 >

Polynomy P;(z) maji pfesné j kofend na intervalu (a,b). Soufadnice(abscisy)
N-bodové Gaussovy kvadratury s vdhovou funkci W (z) na intervalu (a,b) jsou
kofeny ortogovalniho polynomu Py (z) pro stejny interval a stejnou vdhovou
funkci.

Soustfedme pozrnost na Gauss-Legendrovu kvadraturu, tj. na p¥ipad kdy je
vahova funkce W (z) = 1. Ortonormalni polynomy na intervalu —1 < z < 1 jsou
dény rekurenci

(J+DPjp1 = (2 +1)zP; — jPj-1. (118)

Po nalezeni soufadnic x; zbyva urcit vahové koeficienty w;, které vypocitame
podle vztahu

< Pn_1|Pn_1 >
wi: = . 119
7 Pyoa(wy) Py () (119)
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8 Numerické reSeni obycejnych diferenciidlnich rov-
nic
8.1 Eulerova metoda

Piimy ttok na feSeni problému

y'(t) = f(t,y) (120)

je Eulerova metoda, ktera spociva na hledani feSeni ve tvaru Taylorova rozvoje
do prvniho fadu, tj.

y(t+h) = y(t) + ' (t)h + O(h?) (121)

nebo ve tvaru
y(t+h) =yt) + f(t,y)h. (122)

Pro fixni krok h pievedeme vztah pro numerické vypoc¢ty na tvar

Yn+1 = Yn + hf(tna yn) (123)

8.2 Runge-Kutta (klasickd RK4)

Resime problém s pocateénimi podminkami ve tvaru

y = f(t,y) ay(to) = o (124)
Pro fixni krokh > 0 definujeme

1
Ynt1 = Yn + Gh(ky + 2k + 23 + ka) (125)

kde je
ko= f(tnyn), (126)
ks = f(ta+h/2,yn + hk2/2), (128)
ke = f(tn +h,yn + hk3). (129)

8.3 Runge-Kutta druhého fadu

Pro jednoduchost bude odvozeny vzorce Rungeho-Kuttovy metody druhého
fadu. Piipadé RK metod vyssich fadu je postup analogicky ale mnohem prac-
néjsi. Uvazujme 1-D problém

y'(t) = ft.y) (130)
Reseni y(t) hledame ve tvaru Taylorova rozvoje , tj.

y(t+ ) = y(6) + b/ (6) + " (1) + O(R?) (131

kde je y/(t) = f(t,y) a y” obdrzime diferenciaci y’, tj.
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v'0 =5+ S = ) + e, (132

Dostavame tak reSeni ve tvaru

Y ) =00 +hEE) + o )+ ST ). (139

kterou po upravé prevedeme na vyraz

Y4B =y(0) + o F(69) + o () + WAt y) + By 0) T ()] (139

Taylorav rozvoj funkce dvou proménnych do prvniho fade je

Srovnénim s vyrazem v zavorce ve vztahu (134) dostavame

Pl by + () = F(y) + 5 filty) + 5 5+ by + hf(Ey) (130

a tak bude mit vztah pro RK2 krok tvar

YR =y(0)+ 5 f(6y)+ oSt + Ryt hf(Ey). (137

Zapséano pro Ucely numerickych vypo¢ti mame vysledek

1 1
n = n h{sk -k s
Yn+1 Yn + (2 1+2 2)
ky = f(tnayn)7
ke = f(tn+hyn + hk1).

8.4 Chyby (Demonstrovano na Eulerové metoté& integrace)

e Local Truncation Error (LTE) - rozdil mezi numerickym feSenim po ukon-
Ceni jednoho kroku y;a exaktnim feSenim v Case t; = to + h, tj.

11 = Yo+ hf(yo,to) (numerické feseni),
1
y(to+h) = y(to) + hy'(to) + §h2y”(to) + O(h?) (exaktni feSeni rozvedené do Taylorova rozvoje),
1
LTE = y(to+h) =y = 5h%"(to) + O(h°).

e Global Truncation Error (GTE) - je chyba v ur€itém ¢asovém okomziku ¢
doszeného po provedené n krokii potiebnych k tomu aby metoda dospéla
od pocatecniho okamziku tok okamziku ¢. Pro fixni krok A pocet krokua
bude

t—to

n=-— (138)

Tento druh chyby je kumulativni efekt LTE ktery je v piipadé Eulerovy
integrace ~ h2. To znamen4, Zze po n krocich bude GTE ~ nh?> ~ h .
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8.5 Adaptivni krok a RK4

Dosud byl integrac¢ni krop pevné dany. Pro ziskani vysledku s pfedepsanou pies-
nosti eps bylo nutné vhodné nastavit integrac¢ni krok £ tak aby maximélni chyba
vysledku byla pravé eps. Nevyhoda spo€iva v tom, Ze pii fixnim kroku jsou ur-
Cité Gasti FeSeni urcovany se zbytefné malym krokem (zbyte¢né velkou pfesnosti)
za cenu velkého poctu integrac¢nich kroki.

Lepsi je v kazdém integra¢nim kroku urcit chybu vysledku a pokud bude
vétsi nez pozadovand piesnost tak zmengit integra¢ni krok a v opa¢ném piipadé
integracéni krok zmensit.

Piimocary algoritmus spoé¢iva v "doubling"integra¢niho kroku. Necht je apro-
ximace feSeni ODE v bodé t+42h reprezentovano veli¢inou y; . Uréeme aproximaci
feSeni ODE v tomtéz bodé ale pouZitim dvou po sobé& nasledujicich RK4 krokua
s krokem h. Tuto aproximaci ozna¢me yo. Chybu dvojnasobného kroku urcuje
rozdil

A =lys —yl. (139)

Bude-li A > EPS pak integrani krok zmensime na polovinu, tj. h — h/2, a
zopakujeme vypocet y; a yo. Pokud je A < EPS tak dalsi krok zdojnasobime, tj.
h — 2h, a ur¢ime y; a y» v nasledujicim bodé. Nasledujici pseudokédd inlustruje
myslenku adaptivniho kroku.

h=1e—6

t=0

y=y0

while t<tmax do
t=t+h

while true do

rk4 (t,2h,yl)

rk4 (t,h,y2)
rk4 (t+h,h,y2)

err=abs(yl—y2)

if err>eps then

h=h/2
yl=y
y2=y
else
h=2xh
y=yl
break
end

end while
print t, y

end while

8.6 Adaptivni krok a embedované RK metody

Cilem embedovanych RK metod je co nejefektivnéji vypocitat aproximaci feSeni
v p-tém a p + 1 - fadu. Necht je Z,,+1 pFesné feSeni diferencidlni rovnice

dx
& = f(t.1) (140)
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v n + 1 integraénim kroku. Vyjadfeme jej pomoci aproximativnich feSeni z; a
29 (prvni aproximace je urc¢ena krokem h a druhé krokem h/2)

Fpi1 = x14+ ChPT 4 o(hPT?), (141)
h p+1
i'n+1 = xro —+ 20 (2h> —+ O(hp+2). (142)
Odtud vidime, Ze pro rozdil x1 — zo plati
1 |£C1 — 1’2|
— x| = ChPTH(1 — — = 14
|l’1 3’]2| C ( 211) =C hp+1(1 — 1/2;0) ( 3)
Oznacme
| (144)
1—-2-p
a dostavame vyraz pro C ve tvaru
€
= e (145)

Odhadnéme nyni nejvétsi optimalni krok pro RK metodu pii pozadované to-
leranci €. Jestlize bude krok h,., pak vztah mezi aproximaci a skute¢nym
feSenim je

Fpy1 = Tpy1 + CRELL. (146)

Hledame aproximaci s toleranci ¢, tj.
jn-{-l = jn-i-l =+ €o- (147)

To ale znamena, Ze musi platit

1
Chnew <€ = hnew = (670) s h. (148)
€

V praktickych aplikacich se ukazuje, Ze je uzitecné pouzit tzn. safety faktor
B =~ 1 ktery modifikuje odhad optimalniho kroku takto

1
hew = 3 (%0) T, (149)
Volba € zavisi na daném pro problému, ktery fesime. Casto se voli ey amérné h.
Tady se musime mit na pozoru, protoze ve fazi kdy snizujeme krok & z velkych
hodnot pak novy krok hy,e,, uréeny exponentem 1/(1+ p) nevede k pozadované
piesnosti. Pro € > ¢p je lepsi pouZit exponent 1/p. Urceni nového optimalniho
kroku hg,eq tak shrnuje vztah

_ { Bh <%)1/(1+p) pro € < €g

new = 150
Bh (%)1/@) pro € > €g (150)

Pro embedovanou RK metodu ¢tvrtého fadu tak dostaneme ( p = 4 ) vyraz pro
novy krok ve tvaru

Bh (6—0)0'2 pro € < €
Rnew = € 151
{ Bh(%)o.% pro € > €0 (151)

Algoritmus pro RK s adaptivnim krokem pak vypada takto
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VSTUP: t0,x0,epsO,h,j=0, beta=0.8

KROK1: URCI x(t+h,h), x(h+h,h/2) a eps

KROK2: POKUD JE eps<eps0 TAK
h=hx*xbetaxpow(eps0/eps,0.2)

t=t—+h
JINAK

h=hxbetaxpow(eps0/eps,0.25)
KONEC

POKRACUJ KROK1 DOKUD t<tmax
KROK3: TISK TAKULKU (tn,xn)

Sesti troviiovd RK metoda 4. a 5. ¥adu je

ko = [t o), (152)
ky = f(t -+ agh, x + hbglkl), (153)
(154)
ke = f(t + agh, x + hbg1k1 + hbgaks + - - - + hb65k5), (155)
6
Tpy1 = Tn+h Z(ciki) + o(h®), (156)
i=1
6
Thin = @athy (cxik)+o(h?), (157)
i=1
(158)
Vypocet chyby e pak jednoduse bude
6
€ = [tns1 — il = S (Ci = k. (159)
i=1

8.7 Poznamky k odvozeni embedded RK schémat

K vysvétleni konstrukce embedded RK schémat se soustiedime na nejjednodussi
variantu RK1(2). Tzn. hlavni integrator je Eulerova metoda 1. fadu a odhad
chyby plyne z integra¢niho kroku 2. fadu. Tayloruv rozvoj feSeni diferencidlni
rovnice

dy
- _ 1
i = fty) (160)
do 1. a do 2. fadu v h je
d
y = gt ((5) h + o(h?)
= Yo+ fuh+o(h?) (161)
a
@ dy 1 (d%y 2 3
ynJrl = yn+<dt)nh+2<dt2 nh "‘O(h)
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_ 1(of  of
— yn+fnh+2 (5‘t +ay )nh2+o(h3). (162)

Embeded RK schéma je nasledujici:

ko = f(tn+ azh,yn + barhk), (164)
%(114)-1 = yn + (c1k1 + c2k2)h + o(h?), (165)
yP = yn+ (Cik + k)b + o(B3). (166)
Nyni rozvineme do Taylorova rozvoje ko
of of

ko = f(tn,yn - h — barh 167
2 = f( y)+<8t)na2 +(8yf>n 21 (167)

a dosadime do vztahi pro y™) a y?) a obdrzime

0 0

y§11421 = yYn+(aa+c)fuh+ Czazi h? + cobay if h?, (168)
v = gt (& ) b+ czaga—{ h? + c3bn <a‘£f> h?  (169)

Srovnanim rovnic (161) a (162) s rovnicemi (168) a (169) obdrZime rovnice pro
koeficienty ¢y, c2, ¢, ¢35, az a b2l ve taru

ci+cy = 1, (170)
g+ = 1, (171)
chas = 1/2 (172)

Odkud plyne,ze by; = ag. KdyZz zvolime ay = 1 a ¢ = 0 tak zbylé koeficienty
budou

boy=1,c1=1,¢5=1/2,¢f =1/2. (174)
Vysledné embedded schéma RK1(2) bude
k2 = f(tn +h,yn + hki), (176)
U = etk (177)
1 1
i = wath <2k1 - ka) . (178)
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