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1 Strojová reprezentace £ísel

Ve smyslu numerických výpo£t· rozli²ujeme dva £íselné typy: celo£íselný a s
plovoucí desetinnou £árkou. V jazyce C jsou celo£íselné typy implementovány v
datových typech unsigned int, int, unsigned char, char. Co se tý£e £ísel s plovoucí
desetinnou £árkou tak jsou to datové typy �oat a double. Aritmetika £íslicové
techniky je postavena dvojkové soustav¥. �ísla jsou ukládaná do bitových polí,
která jsou organizována po osmi do jednotky byte (B).

1.1 Formát celého £ísla

Celé £íslo zapsané do dvojkové (binární) baze bude mít tvar

a =

n−1∑
k=0

ak2k (1)

kde koe�cienty rozvoje a k jsou jednotlivé hodnoty bitového pole, viz. tabulka
ukazující zápis £ísla 136 do 8-bitového pole.

a7 a6 a5 a4 a3 a2 a1 a0
1 0 0 0 1 0 0 0

Uvaºujme nap°íklad datový typ unsigned char, ketrý je tvo°en polem 8 bit·,
tj. n = 8. M¥jme binární £íslo (10001000)2 které p°evedeme na £íslo v desítkové
soustav¥ a obdrºíme

(10001000)2 = (1× 27 + 0× 26 + 0× 25 + 0× 24 + 1× 23 + 0× 22 + 0× 21 + 0× 20)10

= (128 + 8)10 = (136)10 (2)

V p°ípad¥ znaménkových typ· je nejvy²²í bit vyhrazen hodnot¥ znaménka a to
tak, ºe

sign(a) = (−1)a7 (3)

(v p°ípad¥ datového typu char).
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1.2 Formát £ísla s plovoucí desetinou £árkou

Norma IEEE 754 de�nuje single-precision binary �oating-point format: binary32.
Jeho 32 bit· je rozd¥leno do t°í polí:

• Znaménkový typ s: 1 bit

• Exponent e: 8 bit·

• Mantisa m: 23 bit·

Následující tabulka ilustruje upspo°ádání jednotlivých polí v datovém typu �oat:

s e7 e6 e5 e4 e3 e2 e1 e0 m22 m21 · · · m0

Hodnotu takto zakódovaného desetinného £ísla získáme ze vztahu

r = (−1s)×

(
1 +

23∑
k=1

m23−k2−k

)
× 2e−127. (4)

Jako p°íklad uve¤me £íslo 5.125 zakódované podle normy IEEE 754. Bitové pole
je zapln¥no tak jak ukazuje tabulka

0 10000001 01001000000000000000000

Odkud je z°ejm¥ exponent e = (10000001)2 = (129)10 a mantisa je m =
(010 0100 0000 0000 0000 0000)2 = (2359296)10. Po dosazení do p°edchozího vztahu
obdrºíme hodnotu

r = 1× (1 + 1× 2−2 + 1× 2−5)× 2129−127 = (1 + 0.25 + 0.03125)× 22

= 1.28125× 4 = 5.125. (5)

Cvi£ení

1. Vytvo°te program, který má na vstupu celé £íslo v desístkové soustav¥ a
p°eve¤te jej do dvojkové soustavy a zobrazte na obrazovce (hint: pouºijte
datový typ unsigned int, výsledek uloºte do pole char a[32]).

2. Napi²te program, který zobrazí bitové pole £ísla uloºeného v prom¥nnné
o datovém typu �oat a ur£ete exponent a mantisu. Výsledky zobrazte na
obrazovce.

2 Typy chyb a jejich ²í°ení

Díky kone£né velikosti datových typ· kódujících £ísla s plovoucí detetinou £ár-
kou není v¥t²ina £ísel strojov¥ reprezento- vatelná. Nap°íklad £íslo (0.1)10 není
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strojov¥ reprezovatelné, protoºe má nekone£ný rozklad do dvojkové baze, jak
ukazuje následující rozklad

0.110 = 0.00011001100110011001100110011001100110011001

10011001100110011001100110011001100110011001100

110011001 · · ·2 . (6)

Nech´ je mnoºina strojov¥ reprezovatelných £ísel A. Pokud pro £íslo x platí, ºe
x /∈ A pak hledáme takové £íslo g ∈ A pro které platí

|x− g| ≤ |x− b| , ∀b ∈ A, (7)

tj., hledáme nejbliº²í strojov¥ reprezentovatelné £íslo g k £íslu x. Základním
mechanizmem, kterým lze toho dosáhnou je zaokrouhlování.

Uvaºujme £íslo a < 1 a de�nujme následující reprezentaci

a = 0.a1a2a3 · · · aiai+1 · · · , 0 ≤ ai ≤ 9 ∧ a1 6= 0. (8)

Z £ísla a vyto°íme zaokrouhlené £íslo na t -platných £íslic takto

a′ =

{
0.a1a2a3 · · · at pro at+1 ≤ 4

0.a1a2a3 · · · (at + 1) pro at+1 ≥ 5
(9)

Zaokrouhlené £íslo potom pí²eme ve tvaru

rd(x) = sign(x)× a′ × 10b. (10)

Pomocí této de�nice snadno ur£íme relativní chybu zaokrouhlení, tj.

εr =

∣∣∣∣ rd(x)− x
x

∣∣∣∣ . (11)

Nejprve ur£eme, £emu se rovná ∆ ≡ rd(x)− x:

• at+1 ≤ 4

∆ =
∣∣0.a1a2 · · · at × 10b − 0.a1a2 · · · atat+1 · · · × 10b

∣∣ (12)

=
∣∣∣at+1 · at+2 · · · × 10b−(t+1)

∣∣∣ ≤ 5× 10b−(t+1), (13)

protoºe je at+1 ≤ 4 a at+2 ∈ [0, 1, 2, . . . , 9].

• at+1 ≥ 5

∆ =
∣∣0.a1a2 · · · (at + 1)× 10b − 0.a1a2 · · · atat+1 · · · × 10b

∣∣ (14)

=
∣∣∣bt+1ḃt+2 · · · × 10b−(t+1)

∣∣∣ ≤ 5× 10b−(t+1) (15)

protoºe z°ejme platí bt+1 = 10− at+1 ≤ 5 a sou£asn¥ at+1 ≥ 5.

Pro relativní chybu zaokrouhlování tak dostaneme odhad

εr ≤
5× 10b−(t+1)

a× 10b
=

5

a
× 10−t+1 ≤ 5× 10−t (16)
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coº je d·sledkem faktu, ºe a ≥ 10−1. Zavádíme ozna£ení EPS = 5 × 10−t a
nazýváme tuto veli£inu strojová p°esnost. Chyba, které se p°i zaokrouhlování
dopou²tíme je tzv. zaokrouhlovací chyba (trucation error). Tato chyba se ne-
týká pouze vstupních dat ale mohou a jsou touto chybou zatíºeny i aritmetické
operace , které nad £ísly s plovoucí desetinou £árkou provádíme. M·ºe se totiº
stát, ºe pro x, y ∈ A bude x+ y /∈ A.

Je tedy d·leºité v¥d¥t, jak se p°i danám algoritmu (který je tvo°en aritme-
tickými operacemi) zaokrouhlovací chyba ²í°í.

Nech´ φ je funkce reprezentující algoritmus, tj.

φ : D → Rn, φ(x) =

(
φ1(x1, . . . , xn)
...φm(x1, . . . , xn)

)
(17)

dále nech´ je x̃ aproximace £ísla x a ozna£me ∆xi ≡ x̃i − xi a ∆x = x̃ − x
absolutní chybu a εx̃i

≡ ∆xi/xi relativní chybu aproximace. Dosadíme-li na
vstupu x̃ za x tak dostaneme výsledek ỹ = φ(x̃), který se li²í od y = φ(x).
Absolutní chyba výsledku bude (Taylor·v rozvoj do prvího °ádu v ∆xi)

∆yi ≡ ỹi − yi = φi(x̃)− φi(x) =

n∑
j=1

∆xj
∂φi
∂xj

. (18)

Veli£ina ∂φi/∂xj reprezentuje "citlivost algoritmu"na zm¥nu ∆x. Analogicky,
pro relativní chybu výsledku dostaneme vztah

εyi =

n∑
j=1

xj
φi(x)

∂φi(x)

∂xj
εxj
. (19)

Dokaºme poslední vztah.

� Relativní chybu de�nujeme vztahem

εyi ≡
∆yi
yi

. (20)

Dosazením za ∆yi obdrºíme vztah

εyi =
φi(x̃)− φi(x)

φi(x)
'

n∑
j=1

∆xj
φi(x)

∂φi(x)

∂xj
=

n∑
j=1

∆xj
φi(x)

∂φi(x)

∂xj

xj
xj

=

n∑
j=1

xj
φi(x)

∂φi(x)

∂xj
εxj

(21)
C.B.D.

Ilustrujme ²í°ení zaokrouhlovací chyby na p°íkladu y = φ(a, b, c) = a + b + c.
Pro relativní chybu výsledku obdrºíme výsledek

εy =

3∑
j=1

xj
φ(x)

∂φ(x)

∂xj
εxj

=
a

a+ b+ c
εa +

b

a+ b+ c
εb +

c

a+ b+ c
εc. (22)

Z výsledku vy£teme, tento problém je dob°e de�nován pokud je sou£et a+ b+ c
mnohem v¥t²í neº jednotlivé hodnoty a, b, c.
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Podívejme se na dal²í p°íklad. Nech´ je tentokráte y = −p +
√
p2 + q. Pro

relativní chybu výpo£tu tohoto vzorce dostaneme výraz

εy = − p√
p2 + q

εp+
p+

√
p2 + q

2
√
p2 + q

εq. (23)

Pro q > 0 jsou oba faktory < 1. Tento algoritmus je ²patn¥ de�nován pro q =
−p2. Nakonec ur£eme relativní chyby aritmetických operací ±, ∗ a /. Obdrºíme
následující výsledky

φ(x, y) ≡ x ∗ y → εxy = εx + εy, (24)

φ(x, y) ≡ x/y → εxy = εx − εy, (25)

φ(x, y) ≡ x± y → εxy =
x

x± y
εx ±

y

x± y
εy. (26)

Vydíme, ºe násobení a d¥lení nejsou nebezpe£né operace. Pozor si musíme dávat
p°i ode£ítání, kdy dochází k ampli�kaci chyby pro x ' y.

3 Hledání ko°ene nelineární 1D-rovnice f(x) = 0

Pokud je funkce f(x) spojitá a hladká, tak podmínkou pro existenci ko°ene r
na intervalu [x1, x2] je

• f(x1)f(x2) < 0,

• ∀x ∈ [x1, x2] bude bu¤ f ′(x) < 0 nebo f ′(x) > 0.

Pokud hledáme v²echny ko°eny rovnice f(x) = 0 tak musíme provést na inter-
valu [a, b] tzv. �bracketing�, tj. musíme najít subintervaly na kterých funkce f(x)
splnuje vý²e uvedené podmínky.

Bracketing

Nejednodu²í zp·sob jak zajistit aby na pod-intervalech byla funkce f(x) mo-
notónní, je rozd¥lit de�ni£ní obor na co nejmen²í £ásti. Následuje pseudokód
ilustrující my²lenku bracketingu.

1 (∗ bracke t ing ∗)
2 h=(b−a )/N
3 indx=0
4 for i=0 to N step 1
5 x1=a+i ∗h ;
6 x2=x1+h ;
7 i f f ( x1 )∗ f ( x2)<0 then

8 x l [ indx ]=x1
9 xu [ indx ]=x2
10 indx=indx+1
11 end

12 end

Po ukon£ení tohoto algoritmu budou sub-intervaly na kterých existuje ko°en
rovnice f(x) = 0, Ji = [xl[i], xu[i]]. Jejich po£et bude uloºen v prom¥nné indx.
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Metoda bisekce

P·lením intervalu [x1, x2] postupn¥ udoláme ko°en. Jestliºe po n - tém kroku je
²í°ka subintervalu εn pak v následujícím bude z°ejm¥ polovi£ní, tj.

εn+1 =
εn
2
. (27)

Po£áte£ní interval má ²í°ku ε0. Po£et krok· n pot°ebných k dosaºení ²í°ky su-
bintervalu εn potom je

n = log2

ε0
εn
. (28)

Dokaºme toto tvrzení. Pro t°i po sob¥ následující kroky bisekce postupn¥ do-
stáváme

• ε1 = ε0/2

• ε2 = ε1/2 = ε0/4

• ε3 = ε2/2 = ε0/8

• . . .

Z této posloupnosti je vid¥t, ºe pro obecné n platí
ε0
εn

= 2n ⇒ n = log2

ε0
εn
. (29)

Kdyº budeme chtít najít ko°en s p°esností odpovidájící εn = 10−12 v okolí
x = 1 bude pot°eba n ' 40 krok·. Následující pseudokód ilustruje implementaci
metody bisekce p°i hledání ko°ene 1D rovnice f(x) = 0.

1 (∗Bisekce ∗)
2 x1=a
3 x2=b
4 m=(x1+x2 )/2
5 while abs ( x1−x2)>eps and abs ( f (m))>eps do

6 i f f (m)∗ f ( x2)<0 then

7 x1=m
8 else

9 x2=m
10 end

11 m=(x1+x2 )/2
12 end

Na konci algoritmu bisekce bude p°ibliºný ko°en rovnice (ur£ený s p°esností eps)
uloºen v prom¥nné m.

Metoda se£en

Tato metoda je zaloºena na lineární aproximací fuknce f(x) na daném intervalu.
Ozna£me interval monotónosti I ≡ [a, b] . P°ímka aproximující f(x) na daném
intervalu bude p°edepsána formulí

y(x) =
fb − fa
b− a

(x− a) + fa (30)

kde je fa ≡ f(a) a fb ≡ f(b). Odhad ko°ene rovnice f(x) = 0 potom plyne jako
°e²ení rce y(x) = 0, coº nám dá výsledek

xc = b− fa
b− a
fb − fa

. (31)
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Pokud je f(xc) < ε tak jsme na²li ko°en rovnice f(x) = 0. Pokud zmín¥ná
podmínka neplatí, pak je interval [a, b] rozd¥len na dva podintervaly [a, xc] a
[xc, b] a skute£ný ko°en leºí v jednom z nich. Pokud leºí v [a, xc] tak poloºíme
b = xc v opa£ném p°ípad¥ poloºíme a = xc . Celý postup opakujeme dokud není
dosaºeno poºadované p°esnosti . Metodu se£en shrnuje následující pseudokód:

1 a i=a
2 bi=b
3 f c=f ( ( a+b )/2)
4 while abs ( ai−bi )>eps do

5 fa=f ( a i )
6 fb=f ( b i )
7 xc=b−f a ∗(b−a )/( fb−f a )
8 f c=f ( xc )
9 i f abs ( f c )<eps then break
10 i f f c ∗ fb<0 then a i=xc
11 else bi=xc
12 end

Ko°en hledaý na intervalu [a, b] bude po skon£ení tohoto algoritmu uloºen v
prom¥nné xc s p°esostí eps.

Brentova metoda

Brentova metoda kombinuje metodu bisekce s inverzni kvadratickou aproximací
funkce f(x), resp. s metodou se£en. Op¥t °e²íme problém f(x) = 0. �e²ením
z°ejm¥ bude x = f−1(y = 0). Iverzní funkci f−1(y) aproximujeme Legendrovým
polynomem a dostaneme

f−1(y) ' (y − y1)(y − y2)

(y0 − y1)(y0 − y2)
x0 +

(y − y0)(y − y2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
x1 +

(y − y0)(y − y1)

(y2 − y0)(y1 − y0)
x2.

(32)
Odhad ko°ene xc potom bude

xc = f−1(0) ' (y1)(y2)

(y0 − y1)(y0 − y2)
x0+

(y0)(y2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
x1+

(y0)(y1)

(y2 − y0)(y1 − y0)
x2.

(33)
V p°ípad¥, ºe je y1 == y0 nebo y2 == y1 pak nelze pouºít odhad ko°ene
Lagrangovým polynomem druhého °ádu a pouºijeme výraz odpovídající odhadu
ko°ene metodou se£en.

Pro ur£ení kvadratického polyomu jsou pot°eba t°i body x0 < x1 < x2.
Nech´ bod x1 je p°esn¥ v polovin¥ intervalu [x0, x2]. Body x1 a xc d¥lí interval
na t°i £ásti. Nejprve otestujeme jestli ko°en rovnice neleºí mezi body (x1, xc).
Pokud ano tak nastavíme nové krajní body intervalu na [xc, x1]. Pokud ne tak
otestujeme na p°ítomnost ko°ene interval [xc, x2] a v p°ípad¥ kladné odpov¥di
nastavíme nový interval tak, ºe x0 = xc. Pokud ani tento interval neobsahuje ko-
°en rovnice tak zbývá posladní moºnost a to interval [x0, xc]. Nakonec, ko°enem
se stává bodmin(f(xc), f(x2))−1 . Následující pseudokód ilustruje implementaci
této metody hledání ko°ene problému f(x) = 0:

1 x0=a
2 x1=(a+b)/2
3 x2=b
4 c=a
5 while abs ( x0−x2)>eps and ( f ( c )!=0 and f ( x2 ) !=0) do

6 i f f 0 != f1 and f 2 != f1 then

7 c=f1 ∗ f 2 ∗x0 /( ( f0−f 1 )∗ ( f0−f 2 ) )
8 c=c+f0 ∗ f 2 ∗x1 /( ( f1−f 0 )∗ ( f1−f 2 ) )

7



9 c=c+f0 ∗ f 1 ∗x2 /( ( f2−f 0 )∗ ( f2−f 1 ) )
10 else

11 c=x2−f 1 ∗( x2−x0 )/( f2−f 0 )
12 end

13 f c=f ( c )
14 i f x1<c then swap (x1 , c )
15 i f f c ∗ f1<0 then

16 x0=c
17 x2=x1
18 else i f f 1 ∗ f2<0 then

19 x0=x1
20 else

21 x2=c
22 end

23 end

24
25 x1=(x0+x2 )/2
26 f0=f ( x0 )
27 f1=f ( x1 )
28 f2=f ( x2 )
29 end while

30 i f f ( x2)< f ( c ) re turn x2
31 return c

Následující obrázek ukazuje typické d¥lení intervalu [x0, x2] b¥hem Brentovy
metody.

4 Polynomiální rovnice

Polynomem n -tého °ádu je funkce daná p°edpisem

Pn(x) ≡ a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n. (34)

Pokud je n > 4 tak neznáme explicitní vyjád°ení pro ko°eny polynomiálních
rovnic Pn(x) = 0. Pouºijeme ú£innou numerickou metodu zaloºenou na Laugerre
algoritmu. Nech´ jsou x1, x2, . . . , xn ko°eny rovnice Pn(x) = 0. Pak lze Pn(x)
pomocí t¥chto ko°en· zapsat vztahem

Pn(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn). (35)

Nyní na poslední rovnici aplikujeme p°irozený logaritmus a obdrºíme

ln(Pn(x)) = ln |x− x1|+ ln|x− x2|+ · · ·+ ln |x− xn|. (36)

Nakonec, pro poslední rovici ur£íme první a druhou derivaci

d lnPn(x)

dx
=

1

x− x1
+

1

x− x2
+ · · ·+ 1

x− xn
=
P ′n(x)

Pn(x)
≡ G (37)

a

−d2 lnPn(x)

dx2
=

1

(x− x1)2
+

1

(x− x22)
+ · · ·+ 1

(x− xn)2
=

(
P ′n(x)

Pn(x)

)2

− P ′′n (x)

Pn(x)
.

(38)
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Hledaný ko°en x1 nech´ je vzdálen od aktuálního odhadu o délku a a ostatní
ko°eny o délku b, tj.

x1 − x = a a xi − x = b, ∀ i = 2, 3, . . . , n. (39)

Po dosazení do (37) a (38) obdrºíme rovnice

1

a
+
n− 1

b
= G, (40)

1

a2
+
n− 1

b2
= H. (41)

Po n¥kolika algebraických úpravách posledních dvou rovnic najdeme pro délku
a výraz

a =
n

G±
√

(n− 1)(nH −G2)
. (42)

Ko°en x1 te¤ snadno najdeme iterativn¥. Pro odhad ko°ene x ur£íme, ze vztahu
(42), parametr a a získáme nový odhad x := x+ a (operátor := zde reprezetuje
operaci p°i°azení!). Takto pokra£ujeme dokud není |a| < ε nebo |f(x)| < ε. Pro
ur£ení zbývajících ko°en· nejprve zredukujeme p·vodní polynom

Pn(x) = (x− x1)Qn−1(x)⇒ Qn−1(x) = Pn(x)/(x− x1) (43)

a aplikujeme celou p°edchozí iteraci na polynom stupn¥ n − 1, Qn−1(x), atd.
dokud neur£íme v²echny ko°eny.

Redukce polynomu n -tého stupn¥ na polynom stupn¥ n − 1 si zaslouºí
detailní diskuzi. Nech´ je z komplexní, pak jsou-li koe�cienty ai polynomu Pn(z)
reálná £ísla pak komplexním sdruºením tohoto polynomu dostaneme [Pn(z)]∗ =
Pn(z∗). Dokaºme toto tvrzení.

� Po£ítejme

[Pn(z)]∗ = (anz
n)∗ + (an−1z

n−1)∗ + · · ·+ (a1z)
∗ + a0

= an(zn)∗ + an−1(zn−1)∗ + · · ·+ a1z
∗ + a0

= an(z∗)n + an−1(z∗)n−1 + · · ·+ a1z
∗ + a0 = Pn(z∗). (44)

Zde jsme vyuºili následující identity. Nech´ v = a+ ib a w = c+ id jsou
komplexní, pak plati:

•

(v + w)∗ = (a+ ib+ c+ id)∗ = (a+ c+ i(b+ d))∗ = a+ c− i(b+ d)

= v∗ + w∗ (45)

•

(wn)∗ = (|w|einφ)∗ = |w|n(einφ)∗ = |w|ne−inφ = (w∗)n (46)

C.B.D.
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Nyní, pokud je z ko°enem rovnice Pn(z) = 0 pak je ko°enem i p°íslu²né kom-
plexn¥ sdruºené £íslo z∗ ,tj. platí Pn(z∗) = 0. To znamená, ºe v algoritmu pro
redukci polynomu vysta£íme s reálnými poli a[] a v[] nebo´ z°ejm¥ platí

Pn(z) = (z − z1)(z − z∗1)Qn−2(z) = (z2 + 2az + a2 + b2)Qn−2(z), (47)

kde a a b ur£ují ko°en z1 = a+ ib a zjevn¥ jsou a a b reálná £ísla. Polynom n−2
stupn¥, Qn−2(z), má reálné koe�cienty. Dále si, na základ¥ této diskuze, musíme
uv¥domit, ºe ko°eny rovnice Pn(z) = 0 jsou bud reálná £ísla, nebo komplexní.
A pokud je nalezený ko°en komplexní tak °e²ením této rovnice je ur£it¥ i ko°en
komplexn¥ sdruºený.

Následující algoritmy ilustrují realizace Laguerrovy iterace, d¥lení polynomu
a vy£íslení polynomu a jeho prvních dvou derivací.

1 (∗Laguerrova i t e race ∗)
2 l a gue r r e ( c , n , x , eps )
3 imax =100
4 z=0+I ∗0
5 while ( i<=imax )
6 poly ( z , c , n , p)
7 i f abs (p [0 ]) < eps break
8 F=(n−1)
9 F=F∗ ( (n−1)∗p [ 1 ] ∗ p[1]−n∗p [ 0 ] ∗ p [ 2 ] )
10 G1=p [1]+ sq r t (F)
11 G2=p[1]− sq r t (F)
12 i f ( abs (G1)>abs (G2) ) then G=G1
13 else G=G2
14 z=z−n∗p [ 0 ] /G
15 end while

16 end

Redukci polynomu n- tého stupn¥ na n− 1 stupe¬ provede algoritmus:

1 (∗Deleni polynomu∗)
2 po ld iv (a , n , z1 , v )
3 p=a [ n ]
4 for i=n−1 to 0 step −1
5 v [ i ]=p
6 p=p∗z1+a [ i ]
7 end for

8 end

Dále je pot°eba vy£íslit polynom Pn v z a jeho první a druhou derivaci. To
zajistí algoritmus:

1 (∗Vycis l en i P, P' a P' ' ∗)
2 poly ( z , a , n , p)
3 //polynom
4 p [0 ]= a [ n ]
5 for i=n−1 to 0 step −1
6 p [0 ]=p [ 0 ] ∗ z
7 p [0 ]=p [0 ]+ a [ i ]
8 end for

9 // prvni de r i vace polynomu
10 p [1 ]=n∗a [ n ]
11 for i=n−1 to 1 step −1
12 p [1 ]=p [ 1 ] ∗ z
13 p [1 ]=p [1 ]+ i ∗a [ i ]
14 end for

15 //druha de r i vace polynomu
16 p [2 ]=n∗(n−1)∗a [ n ]
17 for i=n−1 to 2 step −1
18 p [2 ]=p [ 2 ] ∗ z
19 p [2 ]=p [2 ]+ i ∗( i −1)∗a [ i ]
20 end for

21 end
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5 Lagrangova interpolace

M¥jme N bod· (x1, y1), (x2, y2), ..., (xN , yN ), kde je yi = f(xi) pro i =
1, 2, ..., N . T¥mito body vede jedine£ný polynom N − 1 stupn¥ ur£ený Lagran-
geovou formulí

PN−1(x)

N∑
i=1

yi

N−1∏
j=1,j 6=i

x− xj
xi − xj

. (48)

Nap°íklad pro polynom 2. stupn¥ dostaneme výraz

P2(x) =
(x− x2)(x− x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
y1 +

(x− x1)(x− x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
y2 +

(x− x1)(x− x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
y3.

(49)
Pro ur£ení chyby, které se dopou²tíme p°i Lagrangov¥ interpolaci de�nujeme
funkci F (z)

F (z) ≡ f(z)− y(z)− [f(x)− y(x)]
pn(z)

pn(x)
(50)

kde je

pn(x) =

n∏
i=1

(x− xi) (51)

Funkce F (z) má n + 1 uzlových bod·. Kdyº n-krát zderivujeme funkci F (z)
podle z dostaneme výraz

F (n)(z) = f (n)(z)− y(n)(z)− f(x)− y(x)

pn(x)
n!. (52)

Tato fukce má na intervalu, které ur£ují nulové body x1, x2,. . . a bod x aspo¬
jeden nulový bod (n-krát jsme derivovali funkci, která jich má n+ 1). Ozna£me
tento nulový bod z = ξ a dosadíme jej do vztahu pro F (n)(z) a obdrºíme rovnici

0 = F (n)(ξ) = f (n)(ξ)− y(n)(ξ)− f(x)− y(x)

pn(x)
n! (53)

V²imn¥me si, ºe f (n)(z) = 0, protoºe f je polynom n − 1 stupn¥. Ozna£íme-
li chybu interpolace E(x) = f(x) − y(x) tak z p°edchozí rovnice dostaneme
výsledek

E(x) =
pn(x)

n!
f (n)(ξ). (54)

K vy£íslení Lagrangova polynomu se vyuºívá Nevill·v algoritmus. Po²me jej
pomocí p°íkladu pro N = 4. Strom Nevillova pak vypadá následovn¥:

x1: y1 = P1

P12

x2: y2 = P2 P123

P23 P1234

x3: y3 = P3 P234

P34

x4: y4 = P4

11



kde jsou P1, . . . , P4 polynomy 0-tého stupn¥ odpovídající funk£ním hodno-
tám f(xi). P12 je polynom 1. °ádu procházející body (x1, y1), (x2, y2) a analo-
gicky ostatní Pij . P123 je polynom druhého stupn¥ procházející body (x1, y1),
(x2, y2) a (x3, y3). Nakonec P1234 je poºadovaný výstup, polynom t°etího stupn¥
procházející v²emi £ty°mi body. Vztah mezi rodi£ovskými a dce°inými polynomy
vyjad°uje výraz

Pi(i+1)···(i+m) =
1

xi − xi+m
(
(x− xi+m)Pi(i+1)···(i+m−1) + (xi − x)P(i+1)(i+2)···(i+m)

)
.

(55)
Následující pseudokód implementuje Nevill·v algoritmus:

1 lagrange (xx , x [ ] , y [ ] , n )
2 for m =1 to n
3 A[m ]=y [m ]
4 end for

5 for m =1 to n−1
6 for j=1 to n−m
7 B[ j ]=(( xx−x [ j+m ] )∗A[ j ]−(xx−x [ j ] )∗A[ j +1])/( x [ j ]−x [ j+m ] )
8 end for

9 for j=1 to n−m
10 A[ j ]=B[ j ]
11 end for

12 end for

13 return B [ 1 ]
14 end

6 Spline interpolace

Máme N + 1 bod· (x0, y0), . . . , (xN , yN ), kde je yi = f(xi). Na intervalech
[xi, xi+1] budeme aproximovat funkci f(x) lineární funkcí

gi(x) = aix+ bi. (56)

Mluvíme pak o lineárním spline. Podmínkou pro konstrukci lineárního spline je
aby byl spojitý, tj. aby platilo

gi(xi+1) = gi+1(xi+1) (57)

kde gi(x) je lineární funkce na intervalu [xi, xi+1]. Lineární spline má potom
tvar

gi(x) =
(yi+1 − yi)
(xi+1 − xi)

(x− xi) + yi, ∀ i = 0, . . . , N − 1. (58)

Snadno ov¥°íme, ºe platí vý²e zavedená podmínka spojitosti. Platí totiº

gi(xi+1) = yi+1 − yi + yi = yi+1 = gi+1(xi+1). (59)

Lineární spline g(x) zapisujeme ve tvaru

g(x) =


g0(x) pro x ∈ [x0, x1]
g1(x) pro x ∈ [x1, x2]
...

gN−1(x) pro x ∈ [xN−1, xN ]

(60)

Chceme-li aby se lineární spline g(x) co nejvíce p°iblíºil funkci f(x), pak
musíme mít k dispozici co nejvíce bod· (xi, yi). Lep²í aproximace dosáhneme
volbou kubické funkce na intervalech [xi, xi+1].
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V p°ípad¥ kubického spline nahradíme lineární funkce (56) kubickou funkcí

Si(x) = aix
3 + bix

2 + cix+ di. (61)

Kaºdá funkce Sije ur£ena £ty°mi parametry (ai, bi, ci, di). To je celkem 4N ne-
známých parametr·. Následující podmínky, jejichº spln¥ní u kubického spline
uplat¬ujeme nám dá pot°ebných 4N rovnic.

1. Poºadujeme, aby ná² spline interpoloval v²ech N +1 bod·, dostáváme tak
podmínky

Si(xi) = yi pro 0 ≤ i ≤ N − 1 a SN−1(xN ) = yN . (62)

Tím jsme získali n+ 1 podmínek.

2. Poºadujeme spojitost slpline, jeho prví a druhé derivace. To nám dává
následující podmínky

Si−1(xi) = Si(xi) pro 1 ≤ i ≤ N − 1 dává N − 1 podmínek

S′i−1(xi) = S′i(xi) pro 1 ≤ i ≤ N − 1 dává N − 1 podmínek

S′′i−1(xi) = S′′i (xi) pro 1 ≤ i ≤ N − 1 dává N − 1 podmínek

Máme celkem (N + 1) + 3(N − 1) = 4N − 2 podmínek. Chybí nám je²t¥ dv¥. V
p°ípad¥ tzv. p°irozeného spline se poºaduje aby byly navíc spln¥ny podmínky

S′′(x0) = S′′(xN ) = 0 (63)

tj. v krajních bodech interpolované funkce poºadujeme nulovost druhých deri-
vací kubického spline.

Uplatn¥ním vý²e uvedených podmínek ur£íme kubický spline následovn¥.
Nech´ pro v²echna 0 ≤ i ≤ N platí

zi ≡ S′′i (xi) (64)

a dále nech´ je
hi ≡ xi+1 − xi. (65)

Protoºe je Si(x) kubickým polynomem an intervalu [xi, xi+1], tak S′′i (x) je na
tomto intervalu lineární, tj.

S′′i (x) = zi +mi (x− xi) (66)

kde je

mi =
zi+1 − zi

hi
(67)

Rovnici (66) snadno p°evedeme na tvar

S′′i (x) =
zi+1

hi
(x− xi) +

zi
hi

(xi+1 − x) . (68)

Ze znalosti zijsme schopni ur£it druhou derivaci kubického spline. Nás ale zajímá
funkce Si(x) takºe budeme funkci (68) dvakrát integrovat a dostaneme

Si(x) =
zi+1

6hi
(x− xi)3 +

zi
6hi

(xi+1 − x)
3

+ Ci (x− xi) +Di (xi+1 − x) (69)
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kde jsou Cia Di integra£ní konstanty, které ur£íme z podmínek

Si(xi) = yi a Si(xi+1) = yi+1. (70)

Takto obdrºíme pro Cia Di vztahy

Ci =
yi+1

hi
− hi

6
zi+1,

Di =
yi
hi
− hi

6
zi.

Ke kone£nému výpo£tu funkce (69) musíme ur£it samotné zi. K jejich ur£ení
pouºijeme poslední podmínku spojisti prvních derivací kubického spline, tj.

S′i−1(xi) = S′i(xi). (71)

Derivací rovnice (69) dostaneme následující dv¥ rovnice

S′i−1(xi) =
hi−1

6
zi−1 +

hi−1
3

zi + bi−1,

S′i(xi) = −hi
6
zi+1 −

hi
3
zi + bi,

kde je bi ≡ (yi+1−yi)/hi. Dosazením posledních dvou rovnic do (71) dostáváme
rovnici pro 1 ≤ i ≤ N − 1

hi−1zi−1 + 2 (hi−1 + hi) zi + hizi+1 = 6 (bi − bi−1) . (72)

Nezapome¬me, ºe pro p°irozený spline platí z0 = zn = 0. Dostali jsme tak
tridiagonální lineární systém

u1 h1
h1 u2 h2

h2 u3 h3
. . .

. . .
. . .

hN−3 uN−2 hN−2
hN−2 uN−1


·



z1
z2
z3
...

zN−2
zN−1


=



p1
p2
p3
...

pN−2
pN−1


. (73)

ui = 2(hi + hi−1) (74)

a

pi = 6(bi − bi−1). (75)

Tridiagonální systém

K vy°e²ení tridiagonálního lineárního systému pouºijeme následující algoritmus.
Hledáme °e²ení systému, který má tvar

b0 c0 0 . . .
a1 b1 c1 . . .

. . .

. . . aN−2 bN−2 cN−2

. . . 0 aN−1 bN−1

 ·


u0
u1
· · ·
uN−2
uN−1

 =


r0
r1
· · ·
rN−2
rN−1

 (76)
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�e²ení spo£íva v postupné eliminaci prvního nenulového prvku v °ádcích 1 aº
N − 1. Tímto ur£íme hodnotu N -té sloºky vektoru ~u, tj. uN−1. Postupnou
zp¥tnou substitucí od °ádku £.N − 2 po °ádek 0 získáme zbylé sloºky vektoru
~u. V maticové notaci bude soustava vypadat následovn¥

M · u = r. (77)

Budeme ekvavalentními operaceni upravovat matici

(M|r) (78)

nebo ve sloºkovém zápise
M00 M01 M02 . . . M0N−1
M10 M11 M12 . . . M1N−1
...

MN−10 MN−11 MN−12 . . . MN−1N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M0N = r0
M1N = r1

...
MN−1N = rN−1

 . (79)

Protoºe máme tridiagonální systém, tak sta£í eliminovat na i-tém °ádku prvek
Mii−1. Provedeme to tak, ºe i-tý °ádek vynásobíme zlomkem −Mi−1i−1/Mii−1
a p°i£teme °ádek i− 1, tzn. pro j-tý sloupec i-tého °ádku provedeme následující
výpo£et

M̃ij = −Mi−1i−1

Mii−1
Mij +Mi−1j . (80)

Tento vztah je aplikován na °ádky matice Mij pro i = 1, . . . , N − 1. Novou
matici soustavy M̃ budeme op¥t zna£it M.

�e²ení soustavy (79) najdeme zp¥tnou substitucí, tj. pro i = N − 1 bude

uN−1 = MN−1N/MN−1N−1. (81)

Zbývající sloºky vektoru u vycházejí ze vztahu

ui =
1

Mii

MiN −
N−1∑
j=i−1

ujMij

 (82)

Tento postup je detailn¥ ukázách na následujícím pseudokódu:

1 (∗ transformace t r i d i a g systemu ∗)
2 for i=1 to N−1 step 1
3 MM=M[ i −1] [ i −1]/M[ i ] [ i −1] ;
4 for j=0 to N step 1
5 M[ i ] [ j ]=−MM∗M[ i ] [ j ]+M[ i −1] [ j ]
6 end

7 end

8 (∗ vypocet korenu u_i ∗)
9 u [N−1]=M[N−1] [N] /M[N−1] [N−1]
10 for i=N−2 to 0 step −1
11 u [ i ]=M[ i ] [N]
12 for j=i−1 to N−1 step 1
13 u [ i ]=u [ i ]−u [ j ]∗M[ i ] [ j ]
14 end

15 end

Spline je de�nován na intervalech [xi, xi+1] a je tedy pot°eba, k ur£ení jeho
hodnoty v bod¥ x, znát do kterého intervalu x náleºí. Pokud jsou jsou body xi
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ekvidistantní se ²í°kou intervalu h, pak index i, který identi�kuje levý, krajní
bod intervalu do kterého x náleºí, ur£íme takto

x = x0 + i ∗ h⇒ i = Chop

(
x− x0
h

)
. (83)

Funkce Chop odtrhává od reálného £ísla jeho desetinnou £ást, takºe nám z·stane
celé £íslo.

Shrnutí

Interval [x0, xN ] rozd¥líme na N + 1 £ástí. Na kaºdé z nich ur£íme funkci

Si(x) = aix
3 + bix

2 + cix+ di (84)

a poºadujeme aby tyto funkce na jednotlivých intervalech spl¬ovali podmínky

S′i(xi+1) = S′i+1(xi+1) (85)

a
S′′i (xi+1) = S′′i+1(xi+1). (86)

Postupnými algebraickými úpravami dostaneme

Si(x) =
zi+1

6hi
(x− xi)3 +

zi
6hi

(xi+1 − x)3 + Ci(x− xi) +Di(xi+1 − x) (87)

kde je

Ci =
yi+1

hi
− hi

6
zi+1, (88)

Di =
yi
hi
− hi

6
zi, (89)

bi =
yi+1 − yi

hi
, (90)

yi = Si(xi), (91)

zi = S′′i (xi), (92)

hi = xi+1 − xi. (93)

K ur£ení splinu je tedy nutné ur£it pouze zi. Hodnoty zi jsou °e²ením tridiago-
nálního systému (73).

7 Numerická integrace

Neprve se seznámíme s integrací s �xním krokem kdy budeme aproximovat
ur£itý integrál

I =

∫ b

a

f(x)dx (94)

pomocí kvadratury, tj. sumou

I = h

N∑
i−0

αifi (95)
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kde je N d¥lení intervalu [a, b], h ≡ (b − a)/N , fi ≡ f(xi) a xi = a + i · h pro
i = 0, · · · , N . Koe�cienty αi jsou váhy sou£tu.

Aproximace pomocí kvadratur je zaloºena na my²lence, ºe na funkci f(x) na
intervalu [a, b] nahradíme Legengrovým interpola£ním polynomem, který jsme
studovali vý²e. Napi²me jej ve tvaru

PN (x) ≡
N∑
i=0

fiLi(x) (96)

kde z°ejm¥ je

Li(x) =

N∏
k=0,k 6=i

x− xk
xi − xk

. (97)

Integrál I pak aproximujeme takto∫ b

a

f(x)dx '
∫ b

a

PN (x)dx =

N∑
i=0

fi

∫ b

a

Li(x)dx. (98)

Kdyº dále zavedeme substituci

x = a+ t · h (99)

bude mít funkce Li(x) tvar

Li(x) = φi(t) =

N∏
k=0,k 6=i

a+ th− a− kh
a+ ih− a− kh

=

N∏
k=0,k 6=i

t− k
i− k

(100)

a diferenciál dx = hdt. Výsledný vzorec pro aproximaci integrálu I kvadraturou
bude mít tvar

I ' h
N∑
i=0

fi

∫ N

0

φi(t)dt = h

N∑
i=0

fiαi. (101)

Koe�cienty αi jsou potom ur£eny vztahem

αi ≡
∫ N

0

φi(t)dt. (102)

Pro názornost odvodíme lichob¥ºníkové a Simpsnovo pravidlo.

Lichob¥ºníkové pravidlo

K aproximaci pouºijeme pouze dva krajní body intervalu [a, b], tzn. N = 1.
Ur£íme koe�cienty alpha0 a α1 :

α0 =

∫ 1

0

t− 1

−1
dt = −

(
t2

2
− t
)1

0

= −(1/2− 1) = 1/2, (103)

a

α1 =

∫ 1

0

t− 0

1− 0
dt

(
t2

2

)1

0

= 1/2. (104)

Výsledkem bude integra£ní pravidlo

I ' h

2
(fa + fb). (105)
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Simpsonovo pravidlo

V tomto p°ípad¥ aproximace se pouºijí t°i body intervalu [a, b], oba krajní a
jeden prost°ední, tzn. N = 2. Op¥t ur£íme koe�cienty αi , tentokráte pro i = 0, 1
a 2. Dostaneme

α0 =

∫ 2

0

(t− 1)(t− 2)

(0− 1)(0− 2)
dt =

1

2

∫ 2

0

(t2 − 3t+ 2)dt =
1

2

(
t3

3
− 3

t2

3
+ 2t

)2

0

=
1

3
(106)

α1 =

∫ 2

0

(t− 0)(t− 2)

(1− 0)(1− 2)
dt = −

∫ 2

0

(t2 − 2t)dt = −
(
t3

3
− t2

)2

0

=
4

3
(107)

α2 =

∫ 2

0

(t− 0)(t− 1)

(2− 0)(2− 1)
dt =

1

2

∫ 2

0

(t2 − t)dt =
1

2

(
t3

3
− t2

2

)2

0

=
1

3
. (108)

Výsledné integra£ní pravidlo pak pí²eme ve tvaru

I ' h

3
(f0 + 4f1 + f2). (109)

Vytvo°me pseudokód pro implementaci Simpsonova pravidla. M¥jme reálnou
funkci f(x), na intervalu [a, b], který rozd¥líme na M podinterval·, p°i£emº M
je sudé £íslo. Pro ilustraci se podívejte na d¥lení intervalu [a, b] pro M = 8 na
obrázku.

Hodnoty Si p°edstavují díl£í aproximace integrálu nad p°íslu²ným podinter-
valem. V následujícím pseudókdu je ukázána impementace Simpsonova pravidla.

1 simpson ( f , a , b ,M)
2 h=(b−a )/M
3 S=0
4 for i=0 to M/2
5 x0=a+2∗ i ∗h
6 x1=a+(2∗ i +1)∗h
7 x2=a+(2∗ i +2)∗h
8 f0=f ( x0 )
9 f1=f ( x1 )
10 f2=f ( x2 )
11 S = S + h∗( f 0+4∗ f 1+f2 )/3
12 end for

13 return S
14 end

Gauss-Legendrova kvadratura

V p°edchozích podkapitolách byl ur£itý integrál funkce aproximován sou£tem
funk£ních hodnot na mnoºin¥ ekvidistantních bod· xi, vynásobené vhodn¥ zvo-
leným váhovým parametrem.

Gaussova kvadratura, nám umoº�uje vybrat jak váhové parametry tak sou-
°adnice (abscissa). Vhodnou volbou vah a sou°adnic lze zajistit, to aby pro inte-
grandy typu polynom×W (x) (W (x) je známá fukce) byl ur£itý integrál exaktní.
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Funkci W (x) m·ºeme zvolit tak, abychom odstraili integrovatelné singularity z
poºadovaného ntegrálu.

Pro danou funkci W (x) a dané N najdeme mnoºinu vah wj a sou°adnic xj
tak, ºe aproximace ∫ b

a

W (x)f(x)dx '
N∑
j=1

wjf(xj) (110)

je exaktní pokud je f(x) polynom.
Ur£ení vah a sou°adnic je postaveno na existenci ortogonálních polynom·.

Polynomy f(x) a g(x) jsou ortogonální, pokud je jejich skalární sou£in

< f |g >≡
∫ b

a

W (x)f(x)g(x)dx (111)

roven nule. Funkce f(x) je normalizovaná pokud platí

< f |f >= 1. (112)

Mnoºina polynom· spl¬ujících ob¥ podmínky je ortonormální moºina polynom·.
Lze najít mnoºiny polynom· které spl¬ují:

• zahrnují p°esn¥ jeden polynom j-tého °ádu Pj(x)∀ j = 0, 1, 2, . . ..

• v²echny jsou vzájemn¥ ortogonální p°es danou váhovou funkci W (x).

Procedura pro nalezení takovéto mnoºiny polynom· je ur£ena rekurentním vzta-
hem

P−1(x) ≡ 0, (113)

P0(x) ≡ 1, (114)

Pj+1(x) = (x− aj)xPj(x)− bjPj−1(x) (115)

kde je

aj ≡ < xPj |Pj >
< Pj |Pj >

pro j = 0, 1, . . . (116)

bj ≡ < Pj |Pj >
< Pj−1|Pj−1 >

pro j = 1, 2, . . . (117)

Polynomy Pj(x) mají p°esn¥ j ko°en· na intervalu (a, b). Sou°adnice(abscisy)
N -bodové Gaussovy kvadratury s váhovou funkcí W (x) na intervalu (a, b) jsou
ko°eny ortogoválního polynomu PN (x) pro stejný interval a stejnou váhovou
funkci.

Soust°e¤me pozrnost na Gauss-Legendrovu kvadraturu, tj. na p°ípad kdy je
váhová funkce W (x) = 1. Ortonormální polynomy na intervalu −1 ≤ x ≤ 1 jsou
dány rekurencí

(j + 1)Pj+1 = (2j + 1)xPj − jPj−1. (118)

Po nalezení sou°adnic xi zbývá ur£it váhové koe�cienty wj , které vypo£ítáme
podle vztahu

wj =
< PN−1|PN−1 >
PN−1(xj)P ′N (xj)

. (119)
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8 Numerické °e²ení oby£ejných diferenciálních rov-

nic

8.1 Eulerova metoda

P°ímý útok na °e²ení problému

y′(t) = f(t, y) (120)

je Eulerova metoda, která spo£ívá na hledání °e²ení ve tvaru Taylorova rozvoje
do prvního °ádu, tj.

y(t+ h) = y(t) + y′(t)h+O(h2) (121)

nebo ve tvaru
y(t+ h) = y(t) + f(t, y)h. (122)

Pro �xní krok h p°evedeme vztah pro numerické výpo£ty na tvar

yn+1 = yn + hf(tn, yn). (123)

8.2 Runge-Kutta (klasická RK4)

�e²íme problém s po£áte£ními podmínkami ve tvaru

ẏ = f(t, y) a y(t0) = y0. (124)

Pro �xní krokh > 0 de�nujeme

yn+1 = yn +
1

6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (125)

kde je

k1 = f(tn, yn), (126)

k2 = f(tn + h/2, yn + hk1/2), (127)

k3 = f(tn + h/2, yn + hk2/2), (128)

k4 = f(tn + h, yn + hk3). (129)

8.3 Runge-Kutta druhého °ádu

Pro jednoduchost bude odvozeny vzorce Rungeho-Kuttovy metody druhého
°ádu. P°ípad¥ RK metod vy²²ích °ád· je postup analogický ale mnohem prac-
n¥j²í. Uvaºujme 1-D problém

y′(t) = f(t, y). (130)

�e²ení y(t) hledáme ve tvaru Taylorova rozvoje , tj.

y(t+ h) = y(t) + hy′(t) +
h2

2
y′′(t) +O(h3) (131)

kde je y′(t) = f(t, y) a y′′ obdrºíme diferenciací y′, tj.
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y′′(t) =
∂f

∂t
+
∂f

∂y
y′ = ft(t, y) + fy(t, y)f(t, y). (132)

Dostáváme tak °e²ení ve tvaru

y(t+ h) = y(t) + hf(t, y) +
h2

2
[ft(t, y) + fy(t, y)f(t, y)] , (133)

kterou po úprav¥ p°evedeme na výraz

y(t+ h) = y(t) +
h

2
f(t, y) +

h

2
[f(t, y) + hft(t, y) + hfy(t, y)f(t, y)] . (134)

Taylor·v rozvoj funkce dvou prom¥nných do prvního °áde je

f(t+ h, y + k) = f(t, y) + hft(t, y) + kfy(t, y) + · · · . (135)

Srovnáním s výrazem v závorce ve vztahu (134) dostáváme

f(t+ h, y + hf(t, y)) = f(t, y) +
h

2
ft(t, y) +

h

2
f(t+ h, y + hf(t, y)) (136)

a tak bude mít vztah pro RK2 krok tvar

y(t+ h) = y(t) +
h

2
f(t, y) +

h

2
f(t+ h, y + hf(t, y)). (137)

Zapsáno pro ú£ely numerických výpo£t· máme výsledek

yn+1 = yn + h

(
1

2
k1 +

1

2
k2

)
,

k1 = f(tn, yn),

k2 = f(tn + h, yn + hk1).

8.4 Chyby (Demonstrováno na Eulerov¥ metot¥ integrace)

• Local Truncation Error (LTE) - rozdíl mezi numerickým °e²ením po ukon-
£ení jednoho kroku y1a exaktním °e²ením v £ase t1 = t0 + h, tj.

y1 = y0 + hf(y0, t0) (numerické °e²ení),

y(t0 + h) = y(t0) + hy′(t0) +
1

2
h2y′′(t0) +O(h3) (exaktní °e²ení rozvedené do Taylorova rozvoje),

LTE = y(t0 + h)− y1 =
1

2
h2y′′(t0) +O(h3).

• Global Truncation Error (GTE) - je chyba v ur£itém £asovém okomºiku t
dosºeného po provedené n krok· pot°ebných k tomu aby metoda dosp¥la
od po£áte£ního okamºiku t0k okamºiku t. Pro �xní krok h po£et krok·
bude

n =
t− t0
h

. (138)

Tento druh chyby je kumulativní efekt LTE který je v p°ípad¥ Eulerovy
integrace ∼ h2. To znamená, ºe po n krocích bude GTE ∼ nh2 ∼ h .
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8.5 Adaptivní krok a RK4

Dosud byl integra£ní krop pevn¥ daný. Pro získání výsledku s p°edepsanou p°es-
ností eps bylo nutné vhodn¥ nastavit integra£ní krok h tak aby maximální chyba
výsledku byla práv¥ eps. Nevýhoda spo£ívá v tom, ºe p°i �xním kroku jsou ur-
£ité £ásti °e²ení ur£ovány se zbyte£n¥ malým krokem (zbyte£n¥ velkou p°esností)
za cenu velkého po£tu integra£ních krok·.

Lep²í je v kaºdém integra£ním kroku ur£it chybu výsledku a pokud bude
v¥t²í neº poºadovaná p°esnost tak zmen²it integra£ní krok a v opa£ném p°ípad¥
integra£ní krok zmen²it.

P°ímo£arý algoritmus spo£ívá v "doubling"integra£ního kroku. Nech´ je apro-
ximace °e²ení ODE v bod¥ t+2h reprezentováno veli£inou y1. Ur£eme aproximaci
°e²ení ODE v tomtéº bod¥ ale pouºitím dvou po sob¥ následujících RK4 krok·
s krokem h. Tuto aproximaci ozna£me y2. Chybu dvojnásobného kroku ur£uje
rozdíl

∆ = |y2 − y1|. (139)

Bude-li ∆ > EPS pak integra£ní krok zmen²íme na polovinu, tj. h → h/2, a
zopakujeme výpo£et y1 a y2. Pokud je ∆ < EPS tak dal²í krok zdojnásobíme, tj.
h→ 2h, a ur£íme y1 a y2 v následujícím bod¥. Následující pseudokód inlustruje
my²lenku adaptivního kroku.

1 h=1e−6
2 t=0
3 y=y0
4 while t<tmax do

5
6 t=t+h
7
8 while true do

9
10
11 rk4 ( t , 2 h , y1 )
12
13 rk4 ( t , h , y2 )
14 rk4 ( t+h , h , y2 )
15
16 e r r=abs ( y1−y2 )
17
18 i f err>eps then

19 h=h/2
20 y1=y
21 y2=y
22 else

23 h=2∗h
24 y=y1
25 break
26 end

27 end while

28
29 p r in t t , y
30
31 end while

8.6 Adaptivní krok a embedované RK metody

Cílem embedovaných RK metod je co nejefektivn¥jí vypo£ítat aproximaci °e²ení
v p-tém a p+ 1 - °ádu. Nech´ je x̃n+1 p°esné °e²ení diferenciální rovnice

dx

dt
= f(t, x) (140)

22



v n + 1 integra£ním kroku. Vyjád°eme jej pomocí aproximativních °e²ení x1 a
x2 (první aproximace je ur£ena krokem h a druhá krokem h/2)

x̃n+1 = x1 + Chp+1 + o(hp+2), (141)

x̃n+1 = x2 + 2C

(
h

2
h

)p+1

+ o(hp+2). (142)

Odtud vidíme, ºe pro rozdíl x1 − x2 platí

|x1 − x2| = Chp+1(1− 1

2p
)⇒ C =

|x1 − x2|
hp+1(1− 1/2p)

. (143)

Ozna£me

ε =
|x1 − x2|
1− 2−p

(144)

a dostáváme výraz pro C ve tvaru

C =
ε

hp+1
. (145)

Odhadn¥me nyní nejv¥t²í optimální krok pro RK metodu p°i poºadované to-
leranci ε0. Jestliºe bude krok hnew pak vztah mezi aproximací a skute£ným
°e²ením je

x̃n+1 = xn+1 + Chp+1
new. (146)

Hledáme aproximaci s tolerancí ε0, tj.

x̃n+1 = x̃n+1 + ε0. (147)

To ale znamená, ºe musí platit

Chnew ≤ ε0 ⇒ hnew =
(ε0
ε

) 1
1+p

h. (148)

V praktických aplikacích se ukazuje, ºe je uºite£né pouºít tzn. safety faktor
β ' 1 který modi�kuje odhad optimálního kroku takto

hnew = β
(ε0
ε

) 1
1+p

h. (149)

Volba ε0 závisí na daném pro problému, který °e²íme. �asto se volí ε0 úm¥rné h.
Tady se musíme mít na pozoru, protoºe ve fázi kdy sniºujeme krok h z velkých
hodnot pak nový krok hnew ur£ený exponentem 1/(1 + p) nevede k poºadované
p°esnosti. Pro ε > ε0 je lep²í pouºít exponent 1/p. Ur£ení nového optimálního
kroku hnew tak shrnuje vztah

hnew =

{
βh
(
ε0
ε

)1/(1+p)
pro ε < ε0

βh
(
ε0
ε

)1/(p)
pro ε ≥ ε0

(150)

Pro embedovanou RK metodu £tvrtého °ádu tak dostaneme ( p = 4 ) výraz pro
nový krok ve tvaru

hnew =

{
βh
(
ε0
ε

)0.2
pro ε < ε0

βh
(
ε0
ε

)0.25
pro ε ≥ ε0

(151)

Algoritmus pro RK s adaptivním krokem pak vypadá takto
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1 VSTUP: t0 , x0 , eps0 , h , j =0, beta=0.8
2
3 KROK1: URCI x ( t+h , h ) , x (h+h , h/2) a eps
4
5 KROK2: POKUD JE eps<eps0 TAK
6
7 h=h∗beta∗pow( eps0 /eps , 0 . 2 )
8
9 t=t+h
10 JINAK
11
12 h=h∗beta∗pow( eps0 /eps , 0 . 2 5 )
13
14 KONEC
15
16 POKRACUJ KROK1 DOKUD t<tmax
17 KROK3: TISK TAKULKU ( tn , xn )

�esti úrov¬ová RK metoda 4. a 5. °ádu je

k1 = f(t, x), (152)

k2 = f(t+ a2h, x+ hb21k1), (153)
... (154)

k6 = f(t+ a6h, x+ hb61k1 + hb62k2 + · · ·+ hb65k5), (155)

xn+1 = xn + h

6∑
i=1

(ciki) + o(h5), (156)

x∗n+1 = xn + h

6∑
i=1

(c ∗i ki) + o(h5), (157)

(158)

Výpo£et chyby ε pak jednodu²e bude

ε = |xn+1 − x∗n+1| =
6∑
i=1

(Ci − C∗i )ki. (159)

8.7 Poznámky k odvození embedded RK schémat

K vysv¥tlení konstrukce embedded RK schémat se soust°edíme na nejjednodu²²í
variantu RK1(2). Tzn. hlavní integrátor je Eulerova metoda 1. °ádu a odhad
chyby plyne z integra£ního kroku 2. °ádu. Taylor·v rozvoj °e²ení diferenciální
rovnice

dy

dt
= f(t, y) (160)

do 1. a do 2. °ádu v h je

y
(1)
n+1 = yn +

(
dy

dt

)
n

h+ o(h2)

= yn + fnh+ o(h2) (161)

a

y
(2)
n+1 = yn +

(
dy

dt

)
n

h+
1

2

(
d2y

dt2

)
n

h2 + o(h3)
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= yn + fnh+
1

2

(
∂f

∂t
+
∂f

∂y
f

)
n

h2 + o(h3). (162)

Embeded RK schéma je následující:

k1 = f(tn, yn), (163)

k2 = f(tn + a2h, yn + b21hk1), (164)

y
(1)
n+1 = yn + (c1k1 + c2k2)h+ o(h2), (165)

y
(2)
n+1 = yn + (c∗1k1 + c∗2k2)h+ o(h3). (166)

Nyní rozvineme do Taylorova rozvoje k2

k2 = f(tn, yn) +

(
∂f

∂t

)
n

a2h+

(
∂f

∂y
f

)
n

b21h (167)

a dosadíme do vztah· pro y(1) a y(2) a obdrºíme

y
(1)
n+1 = yn + (c1 + c2)fnh+ c2a2

∂f

∂t n
h2 + c2b21

(
∂f

∂y
f

)
n

h2, (168)

y
(2)
n+1 = yn + (c∗1 + c∗2)fnh+ c∗2a2

∂f

∂t n
h2 + c∗2b21

(
∂f

∂y
f

)
n

h2 (169)

Srovnáním rovnic (161) a (162) s rovnicemi (168) a (169) obdrºíme rovnice pro
koe�cienty c1, c2, c∗1, c

∗
2, a2 a b21 ve taru

c1 + c2 = 1, (170)

c∗1 + c∗2 = 1, (171)

c∗2a2 = 1/2, (172)

c∗2b21 = 1/2. (173)

Odkud plyne,ºe b21 = a2. Kdyº zvolíme a2 = 1 a c2 = 0 tak zbylé koe�cienty
budou

b21 = 1, c1 = 1, c∗2 = 1/2, c∗1 = 1/2. (174)

Výsledné embedded schéma RK1(2) bude

k1 = f(tn, yn), (175)

k2 = f(tn + h, yn + hk1), (176)

y
(1)
n+1 = yn + hk1, (177)

y
(2)
n+1 = yn + h

(
1

2
k1 +

1

2
k2

)
. (178)
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